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Введение
Ïðèìåíåíèå äèôðàãèðîâàííûõ âîëí ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ñåéñìîðàçâåäêè èãðà-
åò êëþ÷åâóþ ðîëü äëß îòîáðàæåíèß ìåëêîìàñøòàáíûõ íàðóøåíèé ñëîæíî-ïîñòðîåííûõ ãåîëî-
ãè÷åñêèõ ñðåä. Òîíêîñëîèñòàß ñðåäà, ñìåùåííàß ïî ðàçëîìó, ßâëßåòñß îäíèì èç ïðèìåðîâ òàêèõ
ñëîæíî-ïîñòðîåííûõ ãåîëîãè÷åñêèõ ñðåä.
Îñíîâíàß çàäà÷à ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè îñíîâíûõ êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ
ñâîéñòâ äèôðàãèðîâàííûõ âîëí, à òàêæå èõ ïðèìåíåíèß â ïðîöåäóðàõ îáðàáîòêè äàííûõ.
Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèß è ÷åòûðåõ ïðèëîæåíèé.
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèß è ñôîðìóëèðîâàíû öåëè ðàáîòû.
Â ïåðâîé ãëàâå ïðåäñòàâëåíû ôèçè÷åñêèå îñíîâû ñåéñìîðàçâåäêè.
Âî âòîðîé ãëàâå îïèñûâàþòñß îñíîâíûå ýòàïû èñòîðèè ðàçâèòèß òåîðèè äèôðàêöèè, ãåîìåò-
ðè÷åñêàß òåîðèß äèôðàêöèè è ðåøåíèå çàäà÷è äèôðàêöèè â óãëîâûõ îáëàñòßõ.
Òðåòüß ãëàâà ïîñâßùåíà êèíåìàòè÷åñêîìó è äèíàìè÷åñêîìó àíàëèçó äèôðàãèðîâàííûõ âîëí
â àêóñòè÷åñêèõ ñðåäàõ.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå îïèñûâàþòñß ñïîñîáû ïðèìåíåíèß äèôðàãèðîâàííûõ âîëí ïðè ðåøåíèè
îáðàòíûõ çàäà÷ ñåéñìîðàçâåäêè, â ÷àñòíîñòè èõ ïðèìåíåíèß äëß ïîñòðîåíèß òîíêîñëîèñòûõ
ñðåä ïðè íàëè÷èè ðàçëîìîâ.
Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îáùèå âûâîäû ïî èññëåäîâàíèþ, ïðåäñòàâëåííîìó â äèñ-
ñåðòàöèè.
Â ïðèëîæåíèè 1 ïðåäñòàâëßåòñß âûâîä àêóñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß.
Ïðèëîæåíèå 2 ïîñâßùåíî ðåøåíèþ àêóñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß ëó÷åâûì ìåòîäîì.
Â ïðèëîæåíèè 3 îïèñûâàþòñß âñïîìîãàòåëüíûå âû÷èñëåíèß äëß àíàëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèß
âîëíîâûõ ôðîíòîâ.
Â ïðèëîæåíèè 4 èçëîæåíû îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèß, êàñàþùèåñß ïðåîáðàçîâàíèß
Ãèëüáåðòà.
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Физичеcкие основы сейсморазведки
Óïðóãèå âîëíû ßâëßþòñß îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ èçó÷åíèß íåäð Çåìëè [1].
Âîëíû, çàðåãèñòðèðîâàííûå íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, íåñóò â ñåáå èíôîðìàöèþ î åå âíóòðåííåì
ñòðîåíèè, â òîì ÷èñëå î íàëè÷èè è ìåñòîíàõîæäåíèè æèäêèõ è òâåðäûõ ïîëåçíûõ èñêîïàåìûõ.
Âîëíà  èçìåíåíèå íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, êîòîðîå ñïîñîáíî ïåðå-
ìåùàòüñß (ðàñïðîñòðàíßòüñß), óäàëßßñü îò ìåñòà åãî âîçíèêíîâåíèß, èëè êîëåáàòüñß âíóòðè
îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà [2]. Âîëíîâîé ïðîöåññ ìîæåò èìåòü ñàìóþ ðàçëè÷íóþ
ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó: ìåõàíè÷åñêóþ, õèìè÷åñêóþ, ýëåêòðîìàãíèòíóþ, ãðàâèòàöèîííóþ è ò.ä.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òåîðåòè÷åñêîé ñåéñìîëîãèè è ñåéñìîðàçâåäêè èñõîäßò èç ïðåäïîëîæåíèß î
òîì, ÷òî ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèß âîëí èìååò ìåõàíè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå âîëí ñâßçàíî ñ èçìåíåíèåì âçàèìíîãî ïîëîæåíèß ÷àñòèö òåëà â ïðîñòðàíñòâå è
âî âðåìåíè è ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó íèìè [3].
Ïîñêîëüêó ãåîëîãè÷åñêèå ñðåäû âêëþ÷àþò â ñåáß âåùåñòâà, íàõîäßùèåñß â ðàçëè÷íûõ àãðå-
ãàòíûõ ñîñòîßíèßõ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå êàê æèäêèõ, òàê è òâåðäûõ ÷àñòèö. Ïîä
âûðàæåíèåì ¾æèäêèå¿ è ¾òâåðäûå¿ ÷àñòèöû ñëåäóåò ïîíèìàòü ìàëûé ýëåìåíò îáúåìà æèä-
êîãî èëè òâåðäîãî òåëà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåìûé ýëåìåíò îáúåìà òåëà ñ÷èòàåòñß âñå-òàêè
íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî ñîäåðæèò åùå î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî ìîëåêóë, íî äîñòàòî÷íî ìàëûì
ïî ñðàâíåíèþ ñ îáúåìîì âñåãî òåëà [4]. Òåîðèß, çàíèìàþùàßñß îïèñàíèåì äâèæåíèß òâåðäîãî
òåëà èëè æèäêîñòè, îïåðèðóåò ìàêðîñêîïè÷åñêèìè ïîíßòèßìè, òàê êàê â íåé ðàññìàòðèâàþòñß
ðàññòîßíèß, áîëüøèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåæìîëåêóëßðíûìè. Ïîýòîìó ðàäèóñ äåéñòâèß ìîëåêóëßð-
íûõ ñèë â òåîðèè óïðóãîñòè ïðèíèìàåòñß ðàâíûì íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ïîä ÷àñòèöåé ñðåäû
ïîäðàçóìåâàåòñß íå îòäåëüíàß ìîëåêóëà, à öåëûé ýëåìåíò îáúåìà ñðåäû, ñîäåðæàùèé ìíîãî
ìîëåêóë, íî ðàññìàòðèâàåìûé â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä êàê òî÷êà.
Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû ñëåäóåò îòëè÷àòü äâà ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûõ ßâëåíèß: äâèæå-
íèå ÷àñòèö ñðåäû â âîëíå è ïåðåìåùåíèå ñàìîé âîëíû â ñðåäå. Ïåðâîå ßâëåíèå  ýòî äâèæåíèå
÷àñòèö, êàê ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê; âòîðîå ßâëåíèå  ïåðåõîä âîçìóùåííîãî ñîñòîßíèß ñðåäû ñ
îäíèõ ÷àñòèö íà äðóãèå [5]. Èçó÷åíèå ìåõàíèêè æèäêîñòåé ßâëßåòñß ïðåäìåòîì ãèäðîìåõàíèêè,
à èçó÷åíèå ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà  òåîðèè óïðóãîñòè.
Äëß âíóòðåííåãî ñòðîåíèß Çåìëè âûáîð èäåàëüíî óïðóãîé ìîäåëè îáúßñíßåòñß òåì, ÷òî êè-
íåìàòè÷åñêèå âûâîäû èç óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè î òèïàõ ñóùåñòâóþùèõ âîëí è çàêîíàõ
ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíîâûõ ôðîíòîâ, à òàêæå äèíàìè÷åñêèå ñëåäñòâèß èç óðàâíåíèé èäåàëü-
íîé óïðóãîñòè íàõîäßòñß â ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåíòîì [1]. Äëß âîëíîâûõ ßâëåíèé, âûõîäßùèõ
çà ðàìêè èäåàëüíîé óïðóãîé ìîäåëè Çåìëè, íåîáõîäèìî ââîäèòü íîâûå ïðåäïîëîæåíèß îá èçó-
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÷àåìîé ñðåäå ñ ó÷åòîì òåõ èëè èíûõ îñîáåííîñòåé ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèß âîëí. Îäíàêî, â
íàñòîßùåå âðåìß îòñóòñòâóþò íàäåæíûå êðèòåðèè äëß îäíîçíà÷íîãî âûáîðà ìàòåìàòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèß âîëí. Â ñâßçè ñ ýòèì, çà÷àñòóþ â îñíî-
âó îáðàáîòêè ñåéñìè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ïîëàãàåòñß òî÷íàß òåîðèß, îñíîâàííàß íà èäåàëüíîé
óïðóãîé ìîäåëè.
Äðóãîå ïðåäïîëîæåíèå, êîòîðîå èñïîëüçóåòñß ïðè îïèñàíèè ðàñïðîñòðàíåíèß óïðóãèõ âîëí
â Çåìëå, çàêëþ÷àåòñß â ìàëîñòè îòíîñèòåëüíûõ äåôîðìàöèé óïðóãîé ñðåäû ïðè ïðèëîæåíèè
ê íåé èñêóññòâåííûõ (íàïðèìåð, âçðûâîâ, âèáðàöèîííûõ êîëåáàíèé) èëè åñòåñòâåííûõ (çåì-
ëåòðßñåíèé) âîçäåéñòâèé. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîçâîëßåò îãðàíè÷èòüñß
ðåçóëüòàòàìè ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, îñíîâàííîé íà çàêîíå Ãóêà. Â åå îñíî-
âå ëåæèò ðàçëîæåíèå óïðóãîé ýíåðãèè â ðßä ïî ñòåïåíßì òåíçîðà äåôîðìàöèé ñ òî÷íîñòüþ äî
êâàäðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ (÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðßäêà). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçëîæåíèåì êîìïîíåí-
òû òåíçîðà íàïðßæåíèé îêàçûâàþòñß ëèíåéíûìè ôóíêöèßìè êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèé,
à óðàâíåíèß äâèæåíèß  ëèíåéíûìè óðàâíåíèßìè.
Íàèáîëåå âàæíîé îñîáåííîñòüþ óïðóãèõ âîëí â òàêîì ïðèáëèæåíèè ßâëßåòñß âîçìîæíîñòü
ïðåäñòàâëåíèß âîëí â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïðîñòåéøèõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí. Ïðè ýòîì ìîæ-
íî ãîâîðèòü îá îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèß ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí äðóã ñ äðóãîì â ïðîöåññå
ðàñïðîñòðàíåíèß. Îäíàêî, ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ßâëåíèé, êîòîðûå íå óêëàäûâàþòñß
â ëèíåéíóþ òåîðèþ óïðóãîñòè. Ê òàêèì ßâëåíèßì, ïðåäñòàâëßþùèì èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèß
ñåéñìîëîãèè è ñåéñìîðàçâåäêè, îòíîñßòñß, íàïðèìåð, óïðóãèå ïîëß, âîçíèêàþùèå ïðè ìîùíûõ
ßäåðíûõ âçðûâàõ, â î÷àãàõ çåìëåòðßñåíèé. ßâëåíèå âîçíèêíîâåíèß óïðóãîé àíèçîòðîïèè ñðå-
äû ïðè ïðèëîæåíèè ê íåé ìîùíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé òàêæå òðåáóåò ïðèâëå÷åíèß
íåëèíåéíîé òåîðèè [1].
Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñß òîëüêî ëèíåéíàß òåîðèß óïðóãîñòè.
Уравнения движения
Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå âîçìóùåíèé â ñòàöèîíàðíûõ èçîòðîïíûõ íåîäíîðîäíûõ
ñðåäàõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû ñðåäû 𝜆, 𝜇 è 𝜌 çàâèñßò òîëüêî îò êîîðäèíàò è íå çàâèñßò
îò íàïðàâëåíèß è âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèß 𝜆 = 𝑓(x), 𝜇 = 𝑓(x) è 𝜌 = 𝑓(x). Âîçìóùåíèå â
òðåõìåðíîé óïðóãîé ñðåäå îïèñûâàåòñß âåêòîðîì ñìåùåíèé u(x, 𝑡), îïðåäåëßþùèì îòêëîíåíèå
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (÷àñòèöû ñðåäû) îò åå ïîëîæåíèß äî ïðèõîäà âîçìóùåíèß. Çäåñü è äàëåå
âåêòîðíàß âåëè÷èíà îáîçíà÷àåòñß æèðíûì øðèôòîì, à ñêàëßðíàß  ïðîñòûì. Ðàñïðîñòðàíåíèå
âîëíîâûõ ïîëåé â íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé óïðóãîé ñðåäå îïèñûâàåòñß óðàâíåíèßì äâèæåíèß:
𝜌(x)
𝜕2u(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
=
−→
Div𝑡𝑖𝑘 + f , (1)
−→
Div𝑡𝑖𝑘 =
3∑︁
𝑘=1
i𝑘divt𝑘, (2)
ãäå u(x, 𝑡)  âåêòîð ñìåùåíèé, t(x)  òåíçîð íàïðßæåíèé, 𝜌(x)  ïëîòíîñòü óïðóãîé ñðåäû,
𝜆(x) è 𝜇(x)  óïðóãèå ïàðàìåòðû Ëàìå, f  âåêòîð ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë.
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Çàêîí Ãóêà â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä
𝑡𝑖𝑘 = 𝑐𝑖𝑘,𝑙𝑚𝜖𝑙𝑚, (3)
ãäå 𝑐𝑖𝑘,𝑙𝑚  òåíçîð óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ,
𝜖𝑙𝑚 =
1
2
(︁ 𝜕𝑢𝑙
𝜕𝑥𝑚
+
𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑥𝑙
)︁
(4)
 òåíçîð äåôîðìàöèé Ãðèíà.
Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû òåíçîð óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆(x) + 2𝜇(x) 𝜆(x) 𝜆(x) 0 0 0
𝜆(x) 𝜆(x) + 2𝜇(x) 𝜆(x) 0 0 0
𝜆(x) 𝜆(x) 𝜆(x) + 2𝜇(x) 0 0 0
0 0 0 𝜇(x) 0 0
0 0 0 0 𝜇(x) 0
0 0 0 0 0 𝜇(x)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (5)
ïîýòîìó çàêîí Ãóêà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
𝑡𝑖𝑘(x) = 𝜆(x)𝛿𝑖𝑘divu + 𝜇(x)
(︁ 𝜕𝑢𝑙
𝜕𝑥𝑚
+
𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑥𝑙
)︁
, (6)
ãäå 𝛿𝑖𝑘  ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ïîäñòàâëßß âûðàæåíèå (6) â âûðàæåíèå (1), ïîëó÷àåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äâèæåíèß äëß
ïîëß óïðóãèõ ñìåùåíèé:
𝜌
𝜕2u
𝜕𝑡2
= (𝜆 + 𝜇)∇(∇ · u) + 𝜇△u +∇𝜆(∇ · u) +∇𝜇×∇× u + 2(∇𝜇 · ∇)u + f , (7)
ãäå ∇ = grad  îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèß âèäà ?⃗?1 𝜕𝜕𝑥1 + ?⃗?2 𝜕𝜕𝑥2 + ?⃗?3 𝜕𝜕𝑥3 , △ = ∇2  îïåðà-
òîð Ëàïëàñà, êîòîðûé ïðè ïðèìåíåíèè ê âåêòîðíîé ôóíêöèè èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë: △u =
graddivu − rotrotu, ∇ × u = rotu, ∇ · u = divu, ñèìâîë × îçíà÷àåò îïåðàöèþ âåêòîðíîãî
ïðîèçâåäåíèß, à ñèìâîë ·  ñêàëßðíîãî ïðîèçâåäåíèß.
Уравнение движения жидкости
×àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèß äâèæåíèß èäåàëüíîé óïðóãîé èçîòðîïíîé ñðåäû ßâëßåò-
ñß àêóñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîßíèå ñðåäû â êàæäîé òî÷êå õàðàêòåðèçóåòñß
ïëîòíîñòüþ 𝜌(x), äàâëåíèåì 𝑝(x, 𝑡) è óïðóãèì ïàðàìåòðîì Ëàìå 𝜆(x). Âòîðîé ïàðàìåòð Ëàìå
𝜇(x), êîòîðûé òàêæå íàçûâàþò ìîäóëåì ñäâèãà, â æèäêèõ è ãàçîîáðàçíûõ ñðåäàõ ðàâåí íóëþ
𝜇(x) = 0. Ïîýòîìó òåíçîð íàïðßæåíèé 𝑡𝑖𝑘 (6) çàïèñûâàåòñß â âèäå
𝑡𝑖𝑘 = 𝜆(x)divu(x, 𝑡)𝛿𝑖𝑘 = 𝜆(x)
(︀∇ · u(x, 𝑡))︀𝛿𝑖𝑘. (8)
Óðàâíåíèå äâèæåíèß (7) ïðè ýòîì çàïèñûâàåòñß â âèäå
𝜌(x)
𝜕2u(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= ∇
(︁
𝜆(x)
(︀∇ · u(x, 𝑡))︀)︁+ f . (9)
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Äëß îïèñàíèß äâèæåíèß èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îáû÷íî èñïîëüçóþò ñêàëßðíîå
àêóñòè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîå îïðåäåëßåò ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëß äàâëåíèß 𝑝(x, 𝑡) â ñðåäå:
1
𝑐2(x)
𝜕2𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= △𝑝(x, 𝑡)− 1
𝜌(x)
∇𝜌(x) · ∇𝑝(x, 𝑡), (10)
ãäå 𝑐(x) =
√︁
𝜆(x)
𝜌(x)
 ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß âîçìóùåíèß. Âûâîä óðàâíåíèß (10) ïðåäñòàâëåí
â Ïðèëîæåíèè 1.
Однородные среды
Èçîòðîïíûìè è îäíîðîäíûìè ñðåäàìè íàçûâàþò òàêèå ñðåäû, ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû
êîòîðûõ â êàæäîé òî÷êå ñðåäû ïîñòîßííûå 𝜌(x) = 𝜌0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜇(x) = 𝜇0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 è 𝜆(x) = 𝜆0 =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Уравнение движения жидкости в однородной среде
Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ñðåäû àêóñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñß â âèäå
1
𝑐20
𝜕2𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= △𝑝(x, 𝑡), (11)
ãäå 𝑐0 =
√︁
𝜆0
𝜌0
 ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß âîçìóùåíèß. Ðåøåíèåì óðàâíåíèß (11) ßâëßþòñß
ôóíêöèè
𝑝1(x, 𝑡) = 𝐹
(︁
𝑡− p · x
)︁
, (12)
𝑝2(x, 𝑡) = 𝐹
(︁
𝑡 + p · x
)︁
, (13)
ãäå 𝐹  äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìàß ôóíêöèß, p = k
𝜔
 âåêòîð ìåäëåííîñòè. Ðå-
øåíèå 𝑝1 ñîîòâåòñòâóåò âîçìóùåíèþ, ðàñïðîñòðàíßþùåìóñß â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè x,
à ðåøåíèå 𝑝2  âîçìóùåíèþ, ðàñïðîñòðàíßþùåìóñß â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè x.
×òî êàñàåòñß äâèæåíèß æèäêîñòè (9), òî â îäíîðîäíîé ñðåäå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò ñëåäóþ-
ùèé âèä
𝜌
𝜕2u(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= 𝜆△u(x, 𝑡) + f (14)
è îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî ïîëß u âäîëü íàïðàâëåíèß ðàñïðîñòðàíåíèß ñî ñêîðî-
ñòüþ 𝑣 = 𝜆
𝜌
.
Уравнение упругости в однородной среде
Â îäíîðîäíîé ñðåäå óðàâíåíèå äâèæåíèß óïðóãîé ñðåäû (7) ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèß
Ëàìå:
𝜌
𝜕2u(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= (𝜆 + 𝜇)∇(︀∇ · u(x, 𝑡))︀+ 𝜇△u(x, 𝑡) + f , (15)
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êîòîðîå îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âåêòîðíîãî ïîëß u. Ñîãëàñíî òåîðåìå ðàçëîæåíèß Ãåëüì-
ãîëüöà, ëþáîå äèôôåðåíöèðóåìîå âåêòîðíîå ïîëå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïîòåíöè-
àëüíîãî è ñîëåíîèäàëüíîãî âåêòîðíûõ ïîëåé:
u = u1 + u2, (16)
ãäå âåêòîðíîå ïîëå u1 õàðàêòåðèçóåòñß áåçâèõðåâûì ñìåùåíèåì ÷àñòèö ñðåäû rotu1 = 0 è îïè-
ñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ïðîäîëüíîé âîëíû u𝑝, à âåêòîðíîå ïîëå u2 õàðàêòåðèçóåòñß îòñóò-
ñòâèåì èçìåíåíèß îáúåìà (âèõðåâûìè ñìåùåíèßìè) divu2 = 0 è îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå
ïîïåðå÷íîé âîëíû u𝑠 [6]. Ïîäñòàâëßß ðàçáèåíèå (16) â óðàâíåíèå (15) ìîæíî ïîëó÷èòü äâà
ðàçäåëåííûõ óðàâíåíèß
𝜌
𝜕2u𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
− (𝜆 + 2𝜇)△u𝑝(x, 𝑡) = f1, (17)
𝜌
𝜕2u𝑠(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
− 𝜇△u𝑠(x, 𝑡) = f2, (18)
ãäå âåêòîð ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ f = f1 + f2,
êàæäîå èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðßåò ñîîòâåòñòâóþùåìó ñîîòíîøåíèþ divf2 = 0 è rotf2 = 0.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèß 𝑣2𝑝 =
𝜆+2𝜇
𝜌
è 𝑣2𝑠 =
𝜇
𝜌
, òîãäà óðàâíåíèß (17) è (18) ïåðåïèøóòñß â âèäå
âîëíîâûõ óðàâíåíèé:
1
𝑣2𝑝
𝜕2u𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
−△u𝑝(x, 𝑡) = f1, (19)
1
𝑣2𝑠
𝜕2u𝑠(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
−△u𝑠(x, 𝑡) = f2. (20)
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (15) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå äâóõ íåçàâèñèìûõ âîëíîâûõ ïîëåé
u𝑝 è u𝑠. Âåëè÷èíû 𝑣𝑝 è 𝑣𝑠 èìåþò ñìûñë ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèß, ñîîòâåòñòâåííî, ïðîäîëüíîé
è ïîïåðå÷íîé âîëí. Ïîëó÷åíèå ðàçäåëåííûõ óðàâíåíèé ïîäðîáíî îïèñàíî â êíèãå [7].
Ðåãóëßðíîå ðåøåíèå äëß íåîäíîðîäíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé (14) è (15), îïèñûâàþùèõ ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå âîëí â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñòàöèîíàðíîé ñðåäå, ìîæíî íàéòè òàê æå èñïîëü-
çóß ôîðìóëó Êèðõãîôà. Îäíàêî, ðåøåíèå âîëíîâûõ óðàâíåíèé äëß îäíîðîäíîé ñðåäû íå ïðåä-
ñòàâëßåò áîëüøîãî èíòåðåñà äëß ñåéñìîëîãèè è ñåéñìîðàçâåäêè, òàê êàê âñå ðåàëüíûå ãåîëîãè-
÷åñêèå ñðåäû íåîäíîðîäíû è àíèçîòðîïíû.
Неоднородные среды
Â ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíû â íåîäíîðîäíîé ñðåäå, êîãäà óïðóãèå ïàðàìåòðû Ëà-
ìå çàâèñßò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò x, ßâíîãî ðåøåíèß óðàâíåíèé äâèæåíèß (7), (9) è
àêóñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß (10) ïîñòðîèòü íå óäàåòñß. Îäíàêî, ìîæíî ïîñòðîèòü âûñîêî÷àñòîò-
íûå àñèìïòîòèêè òàêèõ ðåøåíèé ïðè ïîìîùè ëó÷åâîãî ìåòîäà, ñîãëàñíî êîòîðîìó, ðåøåíèå
óðàâíåíèß äâèæåíèß ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå ëó÷åâîãî ðßäà [8].
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Решение акустического уравнения
Îïèñàíèå ëó÷åâîãî ìåòîäà íà÷íåì ñ ðåøåíèß àêóñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß (10). Ýòîò ñëó-
÷àé ßâëßåòñß íàèáîëåå ïðîñòûì, òàê êàê óðàâíåíèå (10) ßâëßåòñß ñêàëßðíûì. Àêóñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå äëß íåîäíîðîäíîé ñðåäû â îáëàñòè áåç èñòî÷íèêîâ çàïèñûâàåòñß â ñëåäóþùåì âèäå
△𝑝(x, 𝑡)− 𝜌(x)
𝜆(x)
𝜕2𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
− 1
𝜌(x)
∇𝜌(x) · ∇𝑝(x, 𝑡) = 0. (21)
Ïðåäñòàâèì ïîëå äàâëåíèß 𝑝(x, 𝑡) â âèäå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèß ïî âðåìåíè:
𝑝(x, 𝑡) =
1
𝜋
ℜ
∞∫︁
0
𝑃 (x, 𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔. (22)
ãäå ñèìâîë ℜ îáîçíà÷àåò âåùåñòâåííóþ ÷àñòü èíòåãðàëà.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôîðìóëû (79) â óðàâíåíèå (78) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè 𝑃 (x, 𝜔):
△𝑃 (x, 𝜔)− 1
𝜌(x)
∇𝜌(x) · ∇𝑃 (x, 𝜔)−△𝑃 (x, 𝜔) + 𝜔2 𝜌(x)
𝜆(x)
𝑃 (x, 𝜔) = 0. (23)
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ëó÷åâîãî ðßäà
𝑃 (x, 𝜔) =
∞∑︁
𝑛=0
𝐴𝑛(x)
(𝑖𝜔)𝑛
𝑒−𝑖𝜔𝜏(x), (24)
ãäå ôóíêöèè 𝐴𝑛(x) è 𝜏(x) ïðåäïîëàãàþòñß ãëàäêèìè è ìåäëåííî ìåíßþùèìèñß ñ ïðîñòðàíñòâåí-
íîé êîîðäèíàòîé x. Ôóíêöèß 𝜏(x) íàçûâàåòñß âîëíîâûì ôðîíòîì è îïðåäåëßåò ïîëå âðåìåí:
ïîâåðõíîñòü 𝜏(x) = 𝑡 ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ âîëíîâîãî ôðîíòà â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡. Ðàçëî-
æåíèå âûïîëíåíî ïî ðàçìåðíîìó ïàðàìåòðó  îáðàòíûì ñòåïåíßì ÷àñòîòû 𝜔. Òàêæå ìîæíî
âûïîëíèòü ðàçëîæåíèå è ïî áåçðàçìåðíîìó ïàðàìåòðó, â êîòîðûé íàðßäó ñ îáðàòíîé ñòåïåíüþ
÷àñòîòû âõîäßò ãåîìåòðè÷åñêèå è äðóãèå õàðàêòåðèñòèêè êîíêðåòíîé çàäà÷è [9]. Ïðåèìóùåñòâî
çàïèñè (81) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîçâîëßåò â íàèáîëåå ïðîñòîé ôîðìå ó÷åñòü è èñïîëüçîâàòü
ñïåöèôèêó ïîâåäåíèß âîëíîâîãî ïîëß íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ äëß öåëîãî êëàññà çàäà÷ [8].
Ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèß àìïëèòóäû â âèäå ëó÷åâîãî ðßäà (81) â óðàâíåíèå (80) ïîçâîëßåò
ïîëó÷èòü ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé 𝐴𝑛(x):
1
𝑐2
− (∇𝜏)2 = 0,
−𝐴0∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
+ 𝐴0△𝜏 + 2∇𝐴0 · ∇𝜏 = 0,
𝐴1△𝜏 − 𝐴1∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
+ 2∇𝐴1 · ∇𝜏 + ∇𝜌 · ∇𝐴0
𝜌
−△𝐴0 = 0,
· · ·
𝐴𝑛+1△𝜏 − 𝐴𝑛+1∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
+ 2∇𝐴𝑛+1 · ∇𝜏 + ∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛 = 0.
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Ïåðâîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñß óðàâíåíèåì ýéêîíàëà è ïîçâîëßåò îïðåäåëèòü ôàçîâóþ ôóíê-
öèþ 𝜏(x). Ïîñëåäóþùèå ðåêóððåíòíûå ëèíåéíûå óðàâíåíèß íàçûâàþòñß óðàâíåíèßìè ïåðåíî-
ñà. Ðåøàß âòîðîå óðàâíåíèå èç ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî íàéòè àìïëèòóäíóþ
ôóíêöèþ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè 𝐴0:
𝐴0 = 𝜑0(𝛼, 𝛽)
√︂
𝑐𝜌
𝐽
, (25)
ãäå 𝐽  ßêîáèàí ïåðåõîäà îò ïðßìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ê ëó÷åâûì êîîðäèíàòàì
(𝛼, 𝛽, 𝜏). Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ãåîôèçèêè îãðàíè÷èâàþòñß íóëåâûì (èëè, êàê åãî åùå íàçûâàþò
ãåîìåòðîñåéñìè÷åñêèì èëè ãåîìåòðîîïòè÷åñêèì) ïðèáëèæåíèåì 𝐴0. Îäíàêî â íåêîòîðûõ îñî-
áåííûõ ñëó÷àßõ, íàïðèìåð ïðè îïèñàíèè âîëíîâîãî ïîëß ëó÷åâûì ìåòîäîì â çîíàõ êàóñòèêè,
íóëåâîãî ïðèáëèæåíèß íåäîñòàòî÷íî, è ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèß àì-
ïëèòóäíîé ôóíêöèè. Â ñâßçè ñ ýòèì âûïèøåì âûðàæåíèå, îïðåäåëßþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèß
ïåðåíîñà äëß ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ëó÷åâîãî ðßäà:
𝐴𝑛 =
√︂
𝜌𝑐
𝐽
(︃
𝜑𝑛(𝛼, 𝛽) +
𝜏∫︁
𝜏0
√︃
𝐽
𝑐𝜌
𝑐2
2
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛−1
𝜌
+△𝐴𝑛−1
)︁
d𝜏
)︃
. (26)
Âûâîä ôîðìóëû (26) ïðåäñòàâëåí â Ïðèëîæåíèè 2.
Âòîðîå ñëàãàåìîå ôîðìóëû (26) îïèñûâàåò âëèßíèå ïðåäûäóùåãî ïðèáëèæåíèß, ò.å. 𝐴𝑛−1,
èç-çà âçàèìîäåéñòâèß (ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé äèôôóçèè àìïëèòóäû) ñîñåäíèõ ëó÷åâûõ òðó-
áîê [10]. Ýòî ñëàãàåìîå â âèäå èíòåãðàëà îïèñûâàåò èñòîðèþ âçàèìîäåéñòâèß àìïëèòóä îò 𝜏0
äî 𝜏 . Ïîñêîëüêó 𝐴𝑛−1 â ñâîþ î÷åðåäü ñâßçàíî ñ 𝐴𝑛−2, òî ôàêòè÷åñêè âòîðîå ñëàãàåìîå  ýòî
âëèßíèå íà 𝐴𝑛 âñåõ ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèé îò 𝐴0 äî 𝐴𝑛−1 âêëþ÷èòåëüíî [10].
Ïîñëå îïðåäåëåíèß ïîñòîßííûõ èíòåãðèðîâàíèß 𝜏0 è 𝜏 èç ñîîáðàæåíèß ëîêàëüíîñòè, ìîæíî
ïîñòðîèòü àìïëèòóäíûé ìíîæèòåëü 𝐴(x, 𝜔) =
∑︀∞
𝑛=0
𝐴𝑛(x)
(𝑖𝜔)𝑛
, ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî â ðàçëîæåíèå
(81) ïîçâîëßåò ïîñòðîèòü âûñîêî÷àñòîòíóþ àñèìïòîòèêó àêóñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß äëß íåîäíî-
ðîäíîé ñðåäû (10) [8].
Лучевое разложение для уравнения упругости
Àëãîðèòì ðåøåíèß óðàâíåíèß óïðóãîñòè â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ (7) âî ìíîãîì ïîâòî-
ðßåò àëãîðèòì ðåøåíèß àêóñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß äëß íåîäíîðîäíîé ñðåäû, çà èñêëþ÷åíèåì
íåáîëüøèõ èçìåíåíèé. Äëß óðàâíåíèß óïðóãîñòè â ëó÷åâîì ðàçëîæåíèè (81) ñêàëßðíàß ôóíê-
öèß 𝐴𝑛(x) çàìåíßåòñß âåêòîðíûìè ôóíêöèßìè u𝑛(x) [6]:
u(x, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0
u𝑛(x)
(𝑖𝜔)𝑛
𝑒𝑖𝜔(𝑡−𝜏(x)). (27)
Âûâîä ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé äåëàåòñß íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì, íî â èòîãå
îêàçûâàåòñß, ÷òî óðàâíåíèå ýéêîíàëà ñîõðàíßåòñß, à óðàâíåíèß ïåðåíîñà çàìåíßþòñß ñèñòåìîé
óðàâíåíèé äëß âåêòîðíûõ àìïëèòóä. Èòàê, ïåðâîå óðàâíåíèå èç íîâîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû
óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê äâóì óðàâíåíèßì ýéêîíàëà, ïåðâîå èç êîòîðûõ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
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ïðîäîëüíîé âîëíå, ïîëßðèçîâàííîé âäîëü ëó÷à è ðàñïðîñòðàíßþùåéñß ñî ñêîðîñòüþ 𝑣𝑝, à âòîðîå
 ïîïåðå÷íîé âîëíå, ïîëßðèçîâàííîé îðòîãîíàëüíî ëó÷ó è ðàñïðîñòðàíßþùåéñß ñî ñêîðîñòüþ
𝑣𝑠 â ñðåäå [6].
Ñëåäóþùåå (âòîðîå) óðàâíåíèå íîâîé ðåêóððåíòíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé îïðåäåëèò àìïëè-
òóäó âîëíîâîãî ïîëß â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè u0 = u
𝑝
0 + u
𝑠
0, ãäå u
𝑝
0 îïèñûâàåò âåêòîðíîå ïîëå,
èìåþùåå ñîñòàâëßþùèå òîëüêî â íàïðàâëåíèè âäîëü ëó÷à, à u𝑠0  ïîëå, èìåþùåå ñîñòàâëßþùèå
òîëüêî â íàïðàâëåíèè îðòîãîíàëüíî ëó÷ó. Èíäåêñû 𝑝 è 𝑠 îáîçíà÷àþò ïðîäîëüíóþ è ïîïåðå÷íóþ
âîëíû.
×òî êàñàåòñß àìïëèòóäû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè u1 = u
𝑝
1 + u
𝑠
1, òî îêàçûâàåòñß, ÷òî, íà-
ïðèìåð, âîëíà u𝑝1 óæå ïîëßðèçîâàíà íå òîëüêî âäîëü ëó÷à, êàê ýòî èìååò ìåñòî â íóëåâîì
ïðèáëèæåíèè, à òàêæå è îðòîãîíàëüíóþ ëó÷ó. Òîæå ñàìîå ïðîèñõîäèò è ñ âîëíîé u𝑠1, èìåþùåé
òåïåðü ñîñòàâëßþùèå êàê â íàïðàâëåíèè îðòîãîíàëüíî ëó÷ó, òàê è â íàïðàâëåíèè âäîëü ëó-
÷à. Îáû÷íî êîìïîíåíòó, ïîëßðèçîâàííóþ ïî òèïó âîëíû (âäîëü ëó÷à äëß ïðîäîëüíîé âîëíû è
îðòîãîíàëüíóþ ëó÷ó äëß ïîïåðå÷íîé âîëíû) íàçûâàþò îñíîâíîé, à êîìïîíåíòó, îòâå÷àþùóþ
íåõàðàêòåðíîé äëß äàííîé âîëíû ïîëßðèçàöèè  ïðèìåñíîé. Íàëè÷èå ïðèìåñíûõ êîìïîíåíò
è âûðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ñðåä ïîëå óïðóãèõ ñìåùåíèé óæå íå ìîæåò
áûòü ðàçäåëåíî íà äâà íåçàâèñèìûõ âîëíîâûõ ïîëß [6].
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèß ïåðåíîñà ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèß äëß óðàâíåíèß óïðóãîñòè ïðåä-
ñòàâëßþò ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ âåêòîðîâ. Êàê è â àêóñòè÷å-
ñêîì ñëó÷àå, ñèñòåìà ßâëßåòñß ðåêóððåíòíîé è äîëæíà ðåøàòüñß ïîñëåäîâàòåëüíî äëß âîçðàñ-
òàþùèõ èíäåêñîâ 𝑛. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî êàæäûé èç íåèçâåñòíûõ âåêòîðîâ ñîñòîèò
èç äâóõ êîìïîíåíò  îñíîâíîé è ïðèìåñíîé. Ïðèìåñíàß êîìïîíåíòà îïðåäåëßåòñß èç ïðåäûäó-
ùåãî ïðèáëèæåíèß, òàê ÷òî ôàêòè÷åñêè ýòà ñèñòåìà ßâëßåòñß ñèñòåìîé îòíîñèòåëüíî îñíîâíûõ
êîìïîíåíò 𝑛-îãî ïðèáëèæåíèß. Îñíîâíàß êîìïîíåíòà äëß ïîïåðå÷íîé âîëíû îðòîãîíàëüíà ëó-
÷ó è ïîýòîìó ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà äâóìß ñîñòàâëßþùèìè. Óäîáíî ïðåäñòàâëßòü
ýòó êîìïîíåíòó â âèäå ñîñòàâëßþùèõ â ïëîñêîñòè ïàäåíèß (SV) è ïåðïåíäèêóëßðíîé ïëîñêî-
ñòè ïàäåíèß (SH). Ïðè ýòîì ñèñòåìà äâóõ âåêòîðíûõ óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñß íà äâå ñèñòåìû 
ïåðâàß ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé äëß ïðîäîëüíûõ âîëí è 𝑆𝑉 -êîìïîíåíò ïîïåðå÷íîé âîë-
íû, à âòîðàß ñèñòåìà èç óðàâíåíèé äëß 𝑆𝐻-êîìïîíåíò ïîïåðå÷íîé âîëíû. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå
ðåøåíèß óðàâíåíèß äâèæåíèß óïðóãèõ âîëí â ôîðìå ëó÷åâîãî ðßäà ðàññìîòðåíî â [6].
Отраженные и проходящие волны
Ïðè ïàäåíèè âîëíû (ïðîäîëüíîé èëè ïîïåðå÷íîé) íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä, ãäå ïðå-
òåðïåâàþò ðàçðûâ óïðóãèå ïàðàìåòðû èëè èõ ïðîèçâîäíûå, îáðàçóþòñß ÷åòûðå íîâûõ âîëíû
 îòðàæåííàß ïðîäîëüíàß, îòðàæåííàß ïîïåðå÷íàß, ïðåëîìëåííàß ïðîäîëüíàß è ïðåëîìëåí-
íàß ïîïåðå÷íàß. Ïóñòü ïîëå ïàäàþùåé âîëíû ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëó÷åâîãî ðßäà (27). Ïîëß
îòðàæåííûõ è ïðåëîìëåííûõ âîëí òàêæå ïðåäñòàâëßþòñß â âèäå ëó÷åâûõ ðßäîâ. Ïîëß ïàäàþ-
ùåé, îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí äîëæíû óäîâëåòâîðßòü óñëîâèßì íà ãðàíèöå. Â ñëó÷àå
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æåñòêîãî êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 ãðàíè÷íûå óñëîâèß âûãëßäßò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
u0(x, 𝑡) + u1(x, 𝑡) + u3(x, 𝑡) = u2(x, 𝑡) + u4(x, 𝑡), (28)
t𝑛(u
0) + t𝑛(u
1) + t𝑛(u
3) = t𝑛(u
2) + t𝑛(u
4), (29)
ãäå n  íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè 𝑆, u0  ïîëå ïàäàþùåé âîëíû, u1  ïîëå îòðàæåííîé ïðî-
äîëüíîé âîëíû, u2  ïîëå ïðåëîìëåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû, u3  ïîëå îòðàæåííîé ïîïåðå÷íîé
âîëíû, u4  ïîëå ïðåëîìëåííîé ïîïåðå÷íîé âîëíû.
Ýòî óñëîâèå äîëæíî âûïîëíßòüñß âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè 𝑡, ïîýòîìó èç íåãî ïðåæäå âñåãî
ñëåäóåò, ÷òî
𝑒𝑖𝜔(𝑡−𝜏
0(x)) = 𝑒𝑖𝜔(𝑡−𝜏
𝜈(x)), (30)
ãäå 𝜈 = 1, 2, 3, 4. Êðîìå òîãî, àðãóìåíòû âñåõ ýòèõ ôóíêöèé íà ïîâåðõíîñòè 𝑆 äîëæíû áûòü
ðàâíû, îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî ýéêîíàëîâ ïàäàþùåé, îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí íà
ïîâåðõíîñòè 𝑆:
𝜏 0(𝑆) = 𝜏 𝜈(𝑆), (31)
ãäå 𝜈 = 1, 2, 3, 4.
Èç ðàâåíñòâà ýéêîíàëîâ ñëåäóåò, ÷òî äîëæíû áûòü ðàâíû è ïðîèçâîäíûå ýéêîíàëîâ ïî ëþ-
áîìó íàïðàâëåíèþ íà ïîâåðõíîñòè 𝑆. Âûáåðåì äâà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëßðíûõ íàïðàâëåíèß â
òî÷êå ïåðåñå÷åíèß ëó÷à ïàäàþùåé âîëíû ñ ãðàíèöåé: 𝑥  â ïëîñêîñòè êàñàòåëüíîé ê ëó÷ó, à 𝑦
 ïåðïåíäèêóëßðíî åìó. Ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèßì çàïèøóòñß â âèäå
𝜕
𝜕𝑥
𝜏 0(𝑆) =
𝜕
𝜕𝑥
𝜏 𝜈(𝑆), (32)
𝜕
𝜕𝑦
𝜏 0(𝑆) =
𝜕
𝜕𝑦
𝜏 𝜈(𝑆) = 0, (33)
ãäå 𝜈 = 1, 2, 3, 4. Ñëåäñòâèåì ïåðâîãî óñëîâèß ßâëßåòñß ñâßçü óãëà ïàäåíèß ñ óãëàìè îòðàæåíèß
è ïðåëîìëåíèß:
𝜕
𝜕𝑥
𝜏 =
sin 𝜃
𝑉
, (34)
sin 𝜃0
𝑉0
=
sin 𝜃𝜈
𝑉𝜈
, (35)
ãäå 𝜈 = 1, 2. Âòîðîå óñëîâèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè îòðàæåíèè è ïðåëîìëåíèè ëó÷ îñòàåòñß â
ïëîñêîñòè ïàäåíèß. Èñõîäß èç âûøåñêàçàííîãî ñôîðìóëèðóåì çàêîí Ñíåëëèóñà: ëó÷, ïàäàþ-
ùèé íà ãðàíèöó ðàçäåëà ñðåä, îáóñëàâëèâàåò â îáùåì ñëó÷àå ïîßâëåíèå äâóõ îòðàæåííûõ ëó÷åé
(ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî) è äâóõ ïðåëîìëåííûõ ëó÷åé (ïðîäîëüíîãî è ïîïåðå÷íîãî). Ïàäà-
þùèé, îòðàæåííûå è ïðåëîìëåííûå ëó÷è ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàß ñîäåðæèò íîðìàëü
ê ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä â òî÷êå ïàäåíèß. Óãëû ïàäåíèß, îòðàæåíèß è ïðåëîìëåíèß ñâßçàíû
ñîîòíîøåíèåì
sin 𝜃𝜈
𝑉𝜈
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (36)
ãäå 𝜈 = 0, 1, 2, 3, 4, 𝜃𝜈  óãîë ïàäåíèß (𝜈 = 0), îòðàæåíèß (𝜈 = 1, 3), ïðåëîìëåíèß (𝜈 = 2, 4),
ìîíîòèïíûõ (𝑛 = 1, 2) è îáìåííûõ (𝑛 = 3, 4) âîëí, à 𝑉𝜈 ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß âäîëü ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ëó÷à.
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Ïðè ïàäåíèè âîëíîâîãî ïîëß íà ãðàíèöó ñ èçëîìîì îáðàçóþòñß êðàåâûå äèôðàãèðîâàííûå
âîëíû. Íàïðàâëåíèå èõ ðàñïðîñòðàíåíèß ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîãî çàêîíà Ñíåë-
ëèóñà, êîòîðûé áûë ñôîðìóëèðîâàí Êåëëåðîì [11]. Ïîäðîáíåå î äèôðàãèðîâàííûõ âîëíàõ áóäåò
ðàññêàçàíî âî âòîðîé ãëàâå.
0.0.1 Сферические волны
Ïóñòü â îäíîðîäíîì àêóñòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàñïîëîæåí òî÷å÷íûé èñòî÷íèê. Ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå â ñðåäå âîçìóùåíèß, íà÷àâøåãîñß â èñòî÷íèêå, îïèñûâàåòñß óðàâíåíèåì
1
𝑐20
𝜕2𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
−△𝑝(x, 𝑡) = 𝑓(x𝑠, 𝑡), (37)
ãäå x = 𝑥1e1 + 𝑥2e2 + 𝑥3e3  ðàäèóñ-âåêòîð â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, △ = 𝜕2𝜕𝑥21 +
𝜕2
𝜕𝑥22
+ 𝜕
2
𝜕𝑥23

îïåðàòîð Ëàïëàñà, 𝑐0 =
√︁
𝜆0
𝜌0
 ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß âîçìóùåíèß, 𝑝(x, 𝑡)  ïîëå äàâëåíèß,
𝑓(x𝑠, 𝑡)  ôóíêöèß èñòî÷íèêà, x𝑠  ìåñòîïîëîæåíèå èñòî÷íèêà. Óðàâíåíèå (48) ßâëßåòñß íåîä-
íîðîäíûì òðåõìåðíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß, îòâå÷àþùåå óõîäßùåé
îò èñòî÷íèêà âîëíå, çàïèñûâàåòñß â âèäå ôóíêöèè [12]
𝑝(x, 𝑡) =
1
4𝜋𝑟
𝑓
(︁
𝑡− 𝑟
𝑐0
)︁
, (38)
îïèñûâàþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû, ôðîíòîì êîòîðîé ßâëßåòñß ñôåðà ñ öåíòðîì â òî÷êå
èñòî÷íèêà x𝑠 è ðàäèóñîì 𝑟 = |x− x𝑠|. Ïîâåðõíîñòü âîëíîâîãî ôîíòà, îòäåëßåò îáëàñòü, çàõâà-
÷åííóþ âîçìóùåíèåì, îò îáëàñòè ïîêîß è îïðåäåëßåòñß óðàâíåíèåì
𝜏(x) =
|x− x𝑠|
𝑐0
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (39)
Åñëè ðàññìàòðèâàåòñß ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâûõ ïîëåé â äâóìåðíîì ñëó÷àå, òî óðàâíåíèå
(48) ñòàíîâèòñß äâóìåðíûì íåîäíîðîäíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì, ðåøåíèåì êîòîðîãî ßâëßåòñß
ôóíêöèß
𝑝(x, 𝑡) =
1
2𝜋
√
𝑟
𝑓
(︁
𝑡− 𝑟
𝑐0
)︁
, (40)
îïèñûâàþùàß ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíû, ôðîíòîì êîòîðîé ßâëßåòñß öèëèíäðè÷åñêàß ïîâåðõ-
íîñòü.
Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèß âîëí îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â ñðåäå, ñîñòîßùåé èç äâóõ îäíîðîä-
íûõ óïðóãèõ èëè àêóñòè÷åñêèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, ãðàíè÷àùèõ âäîëü ïëîñêîñòè óäîáíî èçó÷àòü
èñõîäß èç êîíöåïöèè ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíîâûõ ôðîíòîâ.
Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà îò òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â àêóñòè÷åñêîé ñðå-
äå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß âîëí äàâëåíèß â ñðåäå 1, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí
èñòî÷íèê, ìåíüøå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèß âîëí â ñðåäå 2 (ðèñ. 1). Ïðè ïàäåíèè íà ïëîñêóþ
ãðàíèöó ðàçäåëà âîëíà äàâëåíèß îáðàçóåò îòðàæåííóþ è ïðåîìëåííóþ âîëíû. Åñëè ïàäàåò ñôå-
ðè÷åñêàß âîëíà, òî ôðîíò îòðàæåííîé âîëíû, êàê è ôðîíò ïàäàþùåé, áóäåò ñôåðè÷åñêèì, à
ôðîíò ïðåëîìëåííîé âîëíû  ñôåðîèäàëüíûì [6].
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Interface
Source
Incident wave
Reflected wave
Refracted wave
Ðèñ. 1. Ôðîíòû ïàäàþùåé, îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí ñõîäßòñß â îäíîé òî÷êå, â êîòîðóþ
ê äàííîìó ìîìåíòó ïðèøëî âîçìóùåíèå.
Ïîêà ôðîíò ïàäàþùåé âîëíû ïåðåñåêàåò ãðàíèöó ðàçäåëà ïîä óãëîì, ìåíüøèì êðèòè÷å-
ñêîãî, ôðîíòû âîëí áóäóò èìåòü âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1. Â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà óãîë
ïàäåíèß âîëíû íà ãðàíèöó ñòàíîâèòñß áîëüøå êðèòè÷åñêîãî, êàðòèíà âîëíîâûõ ïîëåé ïðåòåð-
ïåâàåò èçìåíåíèß. Ôðîíò ïåðëîìëåííîé âîëíû êàê áû îòðûâàåòñß îò ôðîíòà ïàäàþùåé è ðàñ-
ïðîñòðàíßåòñß âäîëü ãðàíèöû ðàçäåëà ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ (ðèñ. 2). Îïåðåæàþùåå äâèæåíèå
ýòîé âîëíû â âûñîêîñêîðîñòíîé ñðåäå âäîëü ïëîñêîñòè ðàçäåëà âîçáóæäàåò êîëåáàíèß ÷àñòèö â
ïðèêîíòàêòíîé îáëàñòè âåðõíåé íèçêîñêîðîñòíîé ñðåäû [13]. Ýòî ïîðîæäàåò çäåñü âîëíó íîâîãî
òèïà, íàçûâàåìóþ ãîëîâíîé âîëíîé. Ôðîíò ãîëîâíîé âîëíû èìååò êîíè÷åñêóþ ôîðìó, â ñâßçè
ñ ÷åì ãîëîâíûå âîëíû èíîãäà íàçûâàþò êîíè÷åñêèìè. Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå âñòðå÷àåòñß
èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà âîëíà Ìèíòðîïà äëß îáîçíà÷åíèß ãîëîâíîé âîëíû.
Ïðè ïàäåíèè âîëíû ïîä óãëîì, ïðåâûøàþùèì êðèòè÷åñêèé óãîë, âîçíèêàåò íåîäíîðîäíàß
âîëíà, îòëè÷àþùàßñß îò âîëí, ðàññìîòðåííûõ ðàíåå, ó êîòîðûõ ïîâåðõíîñòè ïîñòîßííîé àìïëè-
òóäû è ôàçû ñîâïàäàþò. Íåîäíîðîäíàß âîëíà ðàñïðîñòðàíßåòñß ïàðàëåëüíî ãðàíèöå ðàçäåëà,
ïðè ýòîì åå àìïëèòóäà ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò ñ ãëóáèíîé [14]. Íèêàêàß ýíåðãèß ýòîé âîë-
íîé íå ïåðåíîñèòñß îò ãðàíèöû ðàçäåëà âî âòîðóþ ñðåäó, ïîýòîìó çàêðèòè÷åñêîå îòðàæåíèå
íàçûâàåòñß ïîëíûì âíóòðåííåì îòðàæåíèåì.
Â ñâßçè ñ ýòèì, êðèòè÷åñêàß òî÷êà äåëèò ôðîíò îòðàæåííîé âîëíû íà äâå ðàçëè÷àþùèåñß
ïî õàðàêòåðó îòðàæåíèß ÷àñòè: íåïîëíîå îòðàæåíèå, êîãäà óãîë ïàäåíèß ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî
óãëà, è ïîëíîå îòðàæåíèå, êîãäà óãîë ïàäåíèß ïðåâîñõîäèò êðèòè÷åñêèé óãîë.
Ñëó÷àé ïàäåíèß ôðîíòà âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ óïðóãèõ ñðåä èçîáðàæåí íà ðèñ. 3.
Ïðîäîëüíîå âîçìóùåíèå, èñòî÷íèêîì êîòîðîãî ßâëßåòñß ðàñïîëîæåííûé â ñðåäå ñ ìåíüøåé
ñêîðîñòüþ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, ïðè ïàäåíèè íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä îáóñëàâëèâàåò ïî-
ßâëåíèå îòðàæåííûõ ïðîäîëüíûõ, îòðàæåííûõ ïîïåðå÷íûõ âîëí è ïðåëîìëåííûõ ïðîäîëüíûõ,
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Source
Incident wave
Reflected wave
Refracted wave
Postcritical reflected wave
Head wave
Evanescent wave
Ðèñ. 2. Ôðîíòû ïàäàþùåé, îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé âîëí ïðè çàêðèòè÷åñêîì ïàäåíèè. Îá-
ðàçîâàíèå ãîëîâíîé è íåîäíîðîäíîé âîëí.
ïðåëîìëåííûõ ïîïåðå÷íûõ âîëí. Ôðîíò êàæäîé âîëíû ðàñïðîñòðàíßåòñß ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
ñêîðîñòüþ. Êîãäà óãîë ïàäåíèß äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîãî óãëà, îáðàçóþòñß îáìåííûå ãîëîâíûå
âîëí. Òî åñòü ãîëîâíûå âîëíû ìîãóò áûòü îáðàçîâàíû íå òîëüêî â ðåçóëüòàòå ïðåëîìëåíèß
ïðîäîëüíîé âîëíû, íî è â ðåçóëüòàòå ïðåëîìëåíèß ïîïåðå÷íîé. Óñëîâèå îáðàçîâàíèß ãîëîâíûõ
âîëí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñêîðîñòü õîòß áû îäíîé èç îáðàçóþùèõñß íà ãðàíèöå âîëí äîëæíà áûòü
áîëüøå ñêîðîñòè ïàäàþùåé âîëíû.
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Ðèñ. 3. Ñõåìà îáðàçîâàíèß îòðàæåííûõ, ïðåëîìëåííûõ è ãîëîâíûõ âîëí: à) ïàäàþùàß ïîä óãëîì
ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî ïðîäîëüíàß âîëíà 𝑃1 ñïîñîáñòâóåò îáðàçîâàíèþ îòðàæåííîé ïðîäîëüíîé
âîëíû 𝑃1, îòðàæåííîé ïîïåðå÷íîé âîëíû 𝑆1, ïðåëîìëåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû 𝑃2 è ïðåëîì-
ëåííîé ïîïåðå÷íîé âîëíû 𝑆2; á) â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà óãîë ïåðåñå÷åíèß ôîíòà ïàäàþùåé
ïðîäîëüíîé âîëû ñ ãðàíèöåé áîëüøå êðèòè÷åñêîãî óãëà, òîãäà êðîìå 𝑃1, 𝑃2, 𝑆1 è 𝑆2 îáðàçóþòñß
òàêæå ãîëîâíûå âîëíû 𝑀𝐷, 𝑁𝐷 è 𝑄𝐷. Ãîëîâíàß âîëíà 𝑀𝐷 îáðàçîâàëàñü â ðåçóëüòàòå ïàäå-
íèß 𝑃1, ðàñïðîñòðàíåíèß âîëü ãðàíèöû âîëíû 𝑃2 è ïðåëîìëåíèß â ïåðâóþ ñðåäó 𝑃1. Ãîëîâíàß
âîëíà 𝑁𝐷 îáðàçîâàëàñü â ðåçóëüòàòå ïàäåíèß 𝑃1, ðàñïðîñòðàíåíèß âîëü ãðàíèöû âîëíû 𝑃2 è
ïðåëîìëåíèß â ïåðâóþ ñðåäû 𝑆1. Ãîëîâíàß âîëíà 𝑄𝐷 îáðàçîâàëàñü â ðåçóëüòàòå ïàäåíèß 𝑃1,
ðàñïðîñòðàíåíèß âîëü ãðàíèöû âîëíû 𝑃2 è ïðåëîìëåíèß âî âòîðóþ ñðåäó 𝑆2 [6].
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Основы теории дифрагированных волн
История развития теории дифракции
Ðàçâèòèå òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèß âîëí òåñíî ñâßçàíî ñ ðàçâèòèåì îïòèêè. Ê íà÷àëó
17 âåêà â îïòèêå óæå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå çàêîíû ðàñïðîñòðàíåíèß ñâåòà. Çàêîí
îòðàæåíèß áûë ñôîðìóëèðîâàí íåçàâèñèìî òðåìß ó÷åíûìè  Òîìàñîì Õàððèîòòîì â 1602, Âèë-
ëåáðîäîì âàí Ðîéåíîì Ñíåëëîì â 1621 è Ðåíå Äåêàðòîì â 1644. Çàêîí ïðåëîìëåíèß áûë ñôîð-
ìóëèðîâàí Ïüåðîì äå Ôåðìà â 1657 ãîäó. Êðîìå òîãî îí ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï íàèìåíüøåãî
âðåìåíè.
ßâëåíèå äèôðàêöèè âïåðâûå áûëî îïèñàíî â ýêñïåðèìåíòàõ Èîãàííåñà Ìàðêóñà ôîí Êðîí-
ëàíäà â 1648 ã. â Áîãåìèè è Ôðàí÷åñêî Ìàðèèè Ãðèìàëüäè â 1660 ã. â Áîëîíüè. Ïàëüìó ïåð-
âåíñòâà â îòêðûòèè ßâëåíèß äèôðàêöèè îáû÷íî îòäàþò Ãðèìàëüäè, òàê êàê â òðóäàõ, îïóáëè-
êîâàííûõ ïîñëå åãî ñìåðòè â 1665ã., ñîäåðæèòñß ïåðâîå óïîìèíàíèå òåðìèíà äèôðàêöèß.
Â çàêëþ÷åíèè êíèãè Ãðèìàëüäè ñîîáùàåò: Èç ýêñïåðèìåíòà (ðèñ. 4) ñëåäóåò, ÷òî ñâåò èíî-
ãäà ðàñïðîñòðàíßåòñß â ñâîåîáðàçíîé ìîäå, à íå â îäíîé èç òðåõ ìîä, ïðèçíàííûõ îïòèêàìè, à
èìåííî íå â ïðßìîé ìîäå, íå â îòðàæåííîé ìîäå è íå â ïðåëîìëåííîé ìîäå, à â ÷åòâåðòîé ìîäå,
êîòîðàß äîëæíà áûòü èäåíòèôèöèðîâàíà ñ íîâûì èìåíåì. Ýòó ìîäó ìû íàçûâàåì äèôðàãè-
ðîâàííîé, ïîñêîëüêó â ýòîé ìîäå ñâåò ðàññåèâàåòñß. Ñëîâî äèôðàêöèß îò ëàòèíñêîãî ãëàãîëà
diﬀractus îçíà÷àåò ðàçáèâàòüñß â ðàçíûå ñòîðîíû.
Èñààê Íüþòîí ñäåëàë îãðîìíûé âêëàä â ðàçâèòèå êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. Ê âîçìîæíîñòè
îòêëîíåíèß ðàñïðîñòðàíåíèß ñâåòà îò ïðßìîëèíåéíîãî Íüþòîí îòíîñèëñß ñêåïòè÷åñêè. Ðàñïðî-
ñòðàíåíèå ñâåòà â çîíó ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè Íüþòîí îáúßñíßë äîáàâëßß ëó÷àì ñâåòà ñâîéñòâî
ëåãêîé ïåðåäà÷è è îòðàæåíèß, â ñâßçè ñ ýòèì íà òèòóëüíîì ëèñòå åãî ìîíîãðàôèè Îïòèêà
(ðèñ. 5) ïðèñóòñòâóåò ñëîâî Inﬂection.
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Ðèñ. 4. Äåòàëè ýêñïåðèìåíòà Ãðèìàëüäè: êîíóñ ñâåòà, ïðîõîäßùèé ÷åðåç äâà ìàëûõ îòâåðñòèß
(CD è GH) ïàäàåò íà áåëûé ýêðàí, ñîçäàâàß ïßòíî (IK), êîòîðîå íàìíîãî áîëüøå, ïðåäñêàçàí-
íîãî ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêîé (ON) [15].
Ðèñ. 5. Òèòóëüíûé ëèñò ìîíîãðàôèè Íüþòîíà Îïòèêà.
Àâòîðû êíèãè [15] óòâåðæäàþò, ÷òî ìåæäó èñòîðè÷åñêèì ðàçâèòèåì îïòèêè, â ÷àñòíîñòè,
òåîðèè äèôðàêöèè, è ñîâðåìåííûìè òåîðèßìè äèôðàêöèè ñóùåñòâóåò ïîðàçèòåëüíàß ñâßçü. Â
ðàçâèòèå äèôðàêöèîííîé òåîðèè âíåñëè îãðîìíûé âêëàä ðàáîòû Ãþéãåíñà, Þíãà è Ôðåíåëß.
Ãþéãåíñ â êîíöå XVII âåêà ñôîðìóëèðîâàë ïðèíöèï: êîãäà âîëíà ïðîõîäèò ÷åðåç ìàòåðèþ,
êàæäàß òî÷êà íà âîëíîâîì ôðîíòå äîëæíà ðàññìàòðèâàòüñß êàê èñòî÷íèê íîâîé ñôåðè÷åñêîé
âîëíû, èìåþùèé òàêóþ æå ôàçó è òàêóþ æå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß, âåëè÷èíà êîòîðîé, â
ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò ñâîéñòâ ñðåäû. Ýòîò ïðèíöèï òàêæå íàçûâàþò ïðèíöèïîì âòîðè÷íûõ
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èñòî÷íèêîâ. ×òî êàñàåòñß ßâëåíèß äèôðàêöèè, òî Ãþéãåíñ, ïî-âèäèìîìó, çíàë îá èññëåäîâàíèè
Ãðèìàëüäè, íî íå áûë óáåæäåí â åãî èñòèííîñòè.
Ñëåäóß çà õîäîì ðàññóæäåíèé Òîìàñà Þíãà è Àâãóñòèíà Ôðåíåëß, ïûòàþùèõñß îáúßñíèòü
ïðèðîäó ßâëåíèß äèôðàêöèè, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî âîçíèêàþò äâà âîçìîæíûõ îáúßñíåíèß. Þíã
ïîëàãàë, ÷òî ßâëåíèå äèôðàêöèè âîçíèêàåò èç-çà âçàèìîäåéñòâèß äâóõ ëó÷åé: ëó÷à, ðàñïðî-
ñòðàíßþùåãîñß áåñïðåïßòñòâåííî, è ëó÷à, âûõîäßùåãî ëîêàëüíî èç êðàß ïðåïßòñòâèß. Ôðåíåëü
ñîåäèíèë ïðèíöèï èíòåðôåðåíöèè Þíãà ñ ïðèíöèïîì âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ Ãþéãåíñà è îáú-
ßñíèë ðàñïðîñòðàíåíèå ëþáîé, â òîì ÷èñëå äèôðàãèðîâàííîé, âîëíû êàê èíòåðôåðåíöèþ âîëí,
ïîðîæäàåìûõ âòîðè÷íûìè èñòî÷íèêàìè.
Òàêèì îáðàçîì, äèôðàêöèîííàß êàðòèíà â îáúßñíåíèè Þíãà îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì
êðàåâîãî ëó÷à, êàñàþùåãîñß êðàß ïîëóïëîñêîñòè (ïðåïßòñòâèß), ñ ëó÷îì, íà ïóòè êîòîðîãî
ïðåïßòñòâèé íåò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî Ôðåíåëþ, äèôðàêöèîííàß êàðòèíà îáóñëîâëå-
íà èíòåðôåðåíöèåé âñåõ âòîðè÷íûõ âîëí, êîòîðûå ïðè ýòîì íå áëîêèðóþòñß ïðåïßòñòâèßìè.
Â íàñòîßùåå âðåìß ñóùåñòâóþò äâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îïèñàíèß ßâëåíèß äèôðàêöèè, êîòîðûå
äîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàþò ðàçëè÷íûå òî÷êè çðåíèß Þíãà è Ôðåíåëß.
Ðàçâèòèåì ðàáîò Ãþéãåíñà, Þíãà è Ôðåíåëß ßâëßåòñß èíòåãðàë Ãóñòàâà Ðîáåðòà Êèðõãîôà.
Êèðõãîô äîêàçàë, ÷òî ïîëå ñìåùåíèé 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) âî âíåøíåì, ïî îòíîøåíèþ ê èñòî÷íèêàì,
îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ïðè èçâåñòíîì ðàñïðåäåëåíèè âåëè÷èí ñìå-
ùåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ íà íåêîòîðîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè 𝑄, îêðóæàþùåé èñòî÷íèêè:
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =
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𝑑𝑄, (41)
ãäå 𝑟  ðàññòîßíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèß 𝐶(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) äî òî÷åê ïîâåðõíîñòè 𝑄, ïî êîòîðîé âå-
äåòñß èíòåãðèðîâàíèå; 𝑣  ñêîðîñòü óïðóãîé âîëíû, 𝑛  íàïðàâëåíèå âíóòðåííåé íîðìàëè ê
ïîâåðõíîñòè 𝑄; âåëè÷èíû, çàêëþ÷åííûå â êâàäðàòíûå ñêîáêè, âçßòû äëß îïåðåæàþùèõ ìîìåí-
òîâ âðåìåíè 𝑡′ = 𝑡− 𝑟
𝑣
. Èíòåãðàë Êèðõãîôà âûðàæàåò äèôðàêöèîííóþ ïðèðîäó ñåéñìè÷åñêîãî
ïîëß. Ïðè ýòîì ñëîâî äèôðàêöèß çäåñü ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ñëîâà, îïèñûâàþùåãî ïðî-
öåññ ðàññåßíèß. Ñìåùåíèå, íàáëþäàåìîå â òî÷êå 𝐶, ßâëßåòñß ñóïåðïîçèöèåé ìíîæåñòâà êîëåáà-
íèé, ïðèõîäßùèõ â òî÷êó 𝐶 îò âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ïîâåðõíîñòè
𝑄 [13]. Îäíàêî, â ñâßçè ñ òåì, ÷òî èíòåãðàë òðóäíî âû÷èñëßòü, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóþò âû-
ñîêî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå (ïðèáëèæåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè), êîòîðîå âî ìíîãèõ ñëó÷àßõ
ßâëßåòñß õîðîøî ïðèìåíèìûì [15].
Äæèàí Àíòîíèî Ìàããè è Àðíîëüä Èîãàíåññ Âèëüãåëüì Ðóáèíîâè÷ ïîêàçàëè, ÷òî äâå òî÷êè
çðåíèßÞíãà è Ôðåíåëß òåñíî ñâßçàíû ìåæäó ñîáîé [16]. Ìàããè ïîêàçàë, ÷òî èíòåãðàë Êèðõãîôà
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïî ãðàíèöå óãëîâîé îáëàñòè, êîòîðûé áûë
èíòåðïðåòèðîâàí Ðóáèíîâè÷åì â òåðìèíàõ êðàåâîé (èëè ãðàíè÷íîé) äèôðàêöèîííîé âîëíû
Þíãà. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêàß ôîðìóëèðîâêà Ìàããè è Ðóáèíîâè÷à ïîêàçûâàåò, êàê
è ïðåäïîëàãàë Þíã, ÷òî äèôðàêöèß ßâëßåòñß ëîêàëüíûì ßâëåíèåì è äèôðàãèðîâàííûå ëó÷è
ñâßçàíû ñ ðåáðàìè è ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçðûâàìè â ïîâåðõíîñòßõ.
Â 1953 ãîäó Äæîçåô Êåëëåð ïðåäëîæèë ðàñøèðèòü êîíöåïöèþ ëó÷åé ãåîìåòðè÷åñêîé îï-
òèêè, âêëþ÷èâ â íåå äîïîëíèòåëüíûå äèôðàãèðîâàííûå ëó÷è: ëó÷è, ïàäàþùèå íà ðåáðà èëè
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âåðøèíû, è ëó÷è, ñîñêàëüçûâàþùèå ñ ïîâåðõíîñòè. Îí ââåë íîâûå çàêîíû îòðàæåíèß è ïðåëîì-
ëåíèß äëß ýòèõ ëó÷åé è ñôîðìóëèðîâàë îáîáùåííûé ïðèíöèïà Ôåðìà, ðàñïðîñòðàíßþùèéñß íà
äèôðàãèðîâàííûå ëó÷è [11] .
Ãåîìåòðè÷åñêàß òåîðèß äèôðàêöèè (ÃÒÄ), ïðåäëîæåííàß Êåëëåðîì, ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ýâ-
ðèñòè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, êîòîðîå ñî÷åòàåò â ñåáå ëó÷åâûå è òåîðåòè-
÷åñêèå êîíöåïöèè. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò äâà âçàèìîäîïîëíßþùèõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ
äèôðàêöèîííûõ çàäà÷: ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà èíòåãðàëüíûõ ìåòîäàõ, à âòîðîé  íà ïîíß-
òèè ëîêàëüíî äèôðàãèðîâàííûõ ëó÷åé.
Геометрическая теория дифракции
Îñòàíîâèìñß ïîäðîáíåå íà îïèñàíèè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèß äèôðàêöèè (ÃÒÄ), òàê êàê
ïîñðåäñòâîì ýòîé òåîðèè ìîæíî îáúßñíèòü ßâëåíèå äèôðàêöèè êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòîðîíû,
òàê è ñ ôèçè÷åñêîé.
Законы геометрической теории дифракции
ÃÒÄ ñîâìåùàåò â ñåáå çàêîíû ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè (ÃÎ) è ÷åòûðå íîâûõ çàêîíà.
Первый закон геометрической теории дифракции
Êîíãðóåíöèè äèôðàãèðîâàííûõ ëó÷åé ïîðîæäàþòñß òîëüêî òåìè ëó÷àìè ïàäàþùåãî
ïîëß, êîòîðûå ßâëßþòñß êðàéíèìè ëó÷àìè ñ òî÷êè çðåíèß ÃÎ, ò.å. îáðàçóþò ãðàíèöó ñâåò-
òåíü.
Второй закон геометрической теории дифракции
Êàæäûé ëó÷ ïàäàþùåãî ïîëß, óäîâëåòâîðßþùèé ïåðâîìó çàêîíó ÃÒÄ, ïîðîæäàåò áåñ-
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî äèôðàãèðîâàííûõ ëó÷åé. Ïðè ïàäåíèè ëó÷à ïåðâè÷íîãî ïîëß íà îñòðèå
äèôðàãèðîâàííûå ëó÷è óõîäßò îò íåãî âî âñåõ íàïðàâëåíèßõ, òåì ñàìûì îáðàçóß ñôåðè÷åêóþ
âîëíó. Ïðè ïàäåíèè ëó÷à íà ðåáðî äèôðàãèðîâàííûå ëó÷è â êàæäîé òî÷êå îáðàçóþò êîíóñ (êðà-
åâàß âîëíà). Çàêîí îáðàçîâàíèß äèôðàãèðîâàííûõ ëó÷åé â îáëàñòè òåíè ãëàäêîãî âûïóêëîãî
òåëà îòëè÷åí îò çàêîíà îáðàçîâàíèß ëó÷åé ó îñòðèåâ è ðåáåð.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îáùèé ñëó÷àé ïàäåíèß ïëîñêîé âîëíû íà ðåáðî. Ëó÷åâàß ñòðóêòóðà
êðàåâîé âîëíû îïðåäåëßåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: óãîë ïîëóðàñòâîðà êîíóñà äèôðàãèðîâàííûõ
ëó÷åé ðàâåí óãëó 𝜔 ìåæäó êðîìêîé (ðåáðî óãëà) è ïàäàþùèì ëó÷îì 𝑙0. Ïàäàþùèé ëó÷ è êîíóñ
äèôðàãèðîâàííûõ ëó÷åé ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íîðìàëè, ïðîâåäåííîé â òî÷êó ïàäåíèß.
Óñëîæíåíèå ëó÷åâîé ñòðóêòóðû êðàåâîé âîëíû ñâßçàíî ñ äâóìß ôàêòîðàìè: èçìåíåíèåì
óãëà 𝜔(𝜎) âäîëü êðîìêè è èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè êðîìêè (𝜎 ðàññòîßíèå, èçìåðßåìîå âäîëü
êðîìêè) (ðèñ. 6). Èçìåíåíèå 𝜔(𝜎) îçíà÷àåò èçìåíåíèå óãëà ðàñòâîðà êîíóñà, èçìåíåíèå îðè-
åíòàöèè êðîìêè  èçìåíåíèå íàïðàâëåíèß îñè êîíóñà. Îáà ôàêòîðà ìîãóò äåéñòâîâàòü êàê
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ïîðîçíü, òàê è ñîâìåñòíî. Íàïðèìåð, ïðè ïàäåíèè ñôåðè÷åñêîé âîëíû íà ïîëóïëîñêîñòü îðè-
åíòàöèß êðîìêè íå çàâèñèò îò 𝜎, à óãîë 𝜔(𝜎) èçìåíßåòñß âäîëü êðîìêè. Íàîáîðîò, ïðè ïàäåíèè
íà äèñê ñôåðè÷åñêîé âîëíû, öåíòð êîòîðîé íàõîäèòñß íà îñè äèñêà, óãîë 𝜔(𝜎) = 𝜋
2
íå çàâèñèò
îò 𝜎, è èçìåíßåòñß òîëüêî îðèåíòàöèß êðîìêè.
Ðèñ. 6. Ëó÷åâàß ñòðóêòóðà êðàåâîé âîëíû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå [10].
Íàïðàâëåíèß ëó÷åé t0(𝜎, 𝜔) êðàåâîé âîëíû â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëßåòñß êàê:
t0(𝜎, 𝜔) = 𝜏 (𝜎)cos𝜔(𝜎) + n(𝜎)sin𝜔(𝜎)cos𝜑 + b(𝜎)sin𝜔(𝜎)sin𝜑, (42)
ãäå 𝜏 , n, b  êàñàòåëüíàß, íîðìàëü è áèíîðìàëü ê êðîìêå â òî÷êå 𝐴(𝜎): 𝜏 = 𝑑r0
𝑑𝜎
, n = 𝑅𝑑𝜏
𝑑𝜎
,
b = 𝜏 (𝜎) × n(𝜎), 𝑅  ðàäèóñ êðèâèçíû êðîìêè, r = r0  óðàâíåíèå êðîìêè. Òàêèì îáðàçîì,
ãåîìåòðèß êðàåâîé âîëíû îïðåäåëßåòñß òîëüêî ôîðìîé êðîìêè, à íå ôîðìîé ãðàíåé [10].
Ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ïàäåíèß ïëîñêîé âîëíû 𝑢𝑖𝑛 (êðàñíûå ñòðåëêè) íà ÷åòâåðòü-
ïëîñêîñòü (ðèñ. 7). Â ñòàòüå [17] èùåòñß ðåøåíèå çàäà÷è ïàäåíèß ïëîñêîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû
íà èäåàëüíóþ ÷åòâåðòü-ïëîñêîñòü. Ïðèëàãàòåëüíîå èäåàëüíàß òóò èñïîëüçóåòñß äëß òîãî, ÷òîáû
ïåðåäàòü ñìûñë ãðàíè÷íûõ óñëîâèß íà ïîâåðõíîñòè ÷åòâåðòü-ïëîñêîñòè. Èäåàëüíûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèßìè ñ÷èòàþòñß óñëîâèß ëèáî Íåéìàíà, ëèáî Äèðèõëå. Â ñâßçè ñ ÷åì, ó êàæäîé
âòîðè÷íîé âîëíû íà ðèñóíêå 7 ïðèñóòñòâóþò âåðõíèå èíäåêñû 𝑑, 𝑛, îáîçíà÷àþùèå, ÷òî ïîëå
óäîâëåòâîðßåò ëèáî óñëîâèþ Íåéìàíà, ëèáî óñëîâèþ Äèðèõëå. Ïîëíîå ïîëå äëß òàêîé çàäà-
÷è áóäåò èìåòü äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ ñòðóêòóðó: îòðàæåííàß ïëîñêàß âîëíà 𝑢𝑑,𝑛𝑟𝑒 , êîíè÷åñêèå
äèôðàãèðîâàííûå âîëíû 𝑢𝑑,𝑛𝑐𝑜1, 𝑢
𝑑,𝑛
𝑐𝑜2, ïåðåîòðàæåííûå êîíè÷åñêèå äèôðàãèðîâàííûå âîëíû 𝑢
𝑑,𝑛
𝑐𝑜12,
𝑢𝑑,𝑛𝑐𝑜21 è ñôåðè÷åñêàß äèôðàãèðîâàííàß âîëíà îò âåðøèíû ÷åòâåðòü-ïëîñêîñòè.
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Ðèñ. 7. Ïàäåíèå ïëîñêîé àêóñòè÷åñêîé âîëíû íà èäåàëüíóþ ÷åòâåðòü-ïëîñêîñòü [17].
Â ñëó÷àå, êîãäà ïàäàþùèé ëó÷ ëåæèò â ïëîñêîñòè, íîðìàëüíîé ê ïîâåðõíîñòè ðåáðà, ôðîíò
äèôðàãèðîâàííîéé âîëíû áóäåò öèëèíäðè÷åñêèì, è áóäåò ëåæàòü â ýòîé æå ïëîñêîñòè (ðèñ. 8).
Ïðè ðåøåíèè äâóìåðíûõ çàäà÷ ïàäàþùèé ëó÷ âñåãäà ëåæèò â ïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíîé ê ïî-
âåðõíîñòè ðåáðà, ïîýòîìó â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ ôðîíò êðàåâîé âîëíû ßâëßåòñß öèëèíäðè÷å-
ñêèì.
Ðèñ. 8. Ãåîìåòðè÷åñêàß ñõåìà, îïèñûâàþùàß ïàäåíèå ïëîñêîé âîëíû íà êëèí â äâóìåðíîì ñëó-
÷àå [18].
Íà ðèñóíêå 8 èçîáðàæåíû: 𝜏  âîëíîâîé ôðîíò ïàäàþùåé ïëîñêîé âîëíû, 𝜏0  âîëíîâîé
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ôðîíò îòðàæåííîé ïëîñêîé âîëíû, 𝜏𝑑  âîëíîâîé ôðîíò äèôðàãèðîâàííîé öèëèíäðè÷åñêîé
âîëíû. Ïðßìàß ëèíèß ðåáðà êëèíà, ïåðïåíäèêóëßðíà ïëîñêîñòè ðèñóíêà è ïîýòîìó íà ðèñóíêå
ýòà ëèíèß ïåðåõîäèò â òî÷êó 𝐷. Ãðàíèöà ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè 𝑆𝑏 ñîâïàäàåò ñ êðàéíèì ëó÷îì
𝑅𝑏 îòðàæåííîé âîëíû è ñ ëó÷îì 𝑅𝑑 äèôðàãèðîâàííîé âîëíû. Äèôðàãèðîâàííûå ëó÷è ðàñïðî-
ñòðàíßþòñß èç òî÷êè 𝐷 íà êëèíå êàê â îñâåùåííóþ çîíó Ω𝑖, òàê è â çîíó ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè
Ω𝑠. Óãëû 𝛽𝑖 è 𝛽𝑠 çàäàþò óãëîâûå ðàçìåðû îñâåùåííîé çîíû è çîíû òåíè, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè ïàäåíèß â îêðåñòíîñòè òî÷êè äèôðàê-
öèè 𝐷, ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ ïîìîùüþ ïîëßðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (𝜌, 𝛽) ñ öåíòðîì â òî÷êå
äèôðàêöèè 𝐷, ïðè ýòîì âûáîð îòêóäà áóäåò îòñ÷èòûâàòüñß óãîë 𝛽 ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü-
íûì (ëèáî îò îäíîé èç ãðàíèö êëèíà, ëèáî îò ãðàíèöû ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè). Öèëèíäðè÷åñêèé
ôðîíò äèôðàãèðîâàííûé âîëíû â îñâåùåííîé îáëàñòè Ω𝑖 íàðèñîâàí ïóíêòèðíîé ëèíèåé äëß
áîëüøåé íàãëßäíîñòè [18].
Третий закон геометрической теории дифракции
Òðåòèé çàêîí ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè äèôðàêöèè îïðåäåëßåò àìïëèòóäû äèôðàãèðîâàí-
íûõ âîëí. Â ÃÎ àìïëèòóäû îòðàæåííîé è ïðîõîäßùåé ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îïðåäåëßþòñß
ôîðìóëàìè Ôðåíåëß. Â ÃÒÄ àìïëèòóäà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå
ïîðîæäàþùåé åå âîëíû (ïàäàþùåé, îòðàæåííîé, ïðåëîìëåííîé) â òî÷êå ïàäåíèß.
𝑢𝑑𝑖𝑓 =
𝑒𝑖𝑘𝑠
𝐽
𝐷(t𝑖𝑛, t𝑑𝑖𝑓 )𝑢𝑖𝑛, (43)
ãäå 𝐽  ßêîáèàí ïåðåõîäà ê ëó÷åâûì êîîðäèíàòàì (âåëè÷èíà ïðîïîðöèîíàëüíàß ïëîùàäè ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèß ëó÷åâîé òðóáêè); t𝑖𝑛, t𝑑𝑖𝑓  íàïðàâëåíèß (îðòû) ïàäàþùåãî è äèôðàãèðî-
âàííîãî ëó÷åé, 𝑢𝑖𝑛  àìïëèòóäà ïàäàþùåé âîëíû â òîé òî÷êå ðåáðà èëè îñòðèß, èç êîòîðîé
âûõîäèò ðàññìàòðèâàåìûé äèôðàãèðîâàííûé ëó÷, èëè äëß äèôðàêöèè íà ãëàäêîì òåëå  â
òîé òî÷êå ãîðèçîíòà, èç êîòîðîé íà÷èíàåòñß ïîâåðõíîñòíûé ëó÷, ïîðîæäàþùèé ðàññìàòðèâàå-
ìûé äèôðàãèðîâàííûé ëó÷ [10].
Четвертый закон геометрической теории дифракции
Êîýôôèöèåíò äèôðàêöèè 𝐷 îïðåäåëßåòñß ëîêàëüíûìè îñîáåííîñòßìè ãåîìåòðèè òåëà â
îêðåñòíîñòè ïàäàþùåãî ëó÷à (â ñëó÷àå îñòðèåâ è ðåáåð). Êîýôôèöèåíò 𝐷 íàõîäèòñß èç ìîäåëü-
íûõ çàäà÷: êîýôôèöèåíò äèôðàêöèè ðåøàåìîé çàäà÷è íàõîäèòñß èç àíàëèçà òî÷íîãî ðåøåíèß
ñõîäíîé ïî ãåîìåòðèè (ïðîñòåéøåé) çàäà÷è. Â ñâßçè ñ ÷åì ïðèìåíåíèå ÃÒÄ îòãðàíè÷åíî èìå-
þùèìñß íàáîðîì âîçìîæíûõ ðåøåíèé.
Алгоритм решения задач дифракции при помощи ГТД
Îñíîâíàß èäåß ÃÒÄ çàêëþ÷àåòñß â íàõîæäåíèè ðåøåíèß çàäà÷è äèôðàêöèè â ôîðìå
ñóììû âîëíîâûõ ïîëåé (êîìïîíåíò), óäîâëåòâîðßþùèõ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè çàêîíîì ãåîìåò-
ðè÷åñêîé îïòèêè:
𝑢 =
∑︁
𝑛
𝑢𝑛 =
∑︁
𝑛
𝐴𝑛𝑒
𝑖𝑘𝑠(𝑛) = 𝑢0 + 𝑢𝑟 + 𝑢𝑡 + 𝑢𝑑 + · · · , (44)
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ãäå 𝑢0  ïåðâè÷íîå (ïàäàþùåå) ïîëå, 𝑢𝑟  ïîëå îòðàæåííîé âîëíû, 𝑢𝑡  ïîëå ïðîõîäßùåé
âîëíû. Ïðè ýòîì âîëíîâûå ïîëß èìåþò ðàçëè÷íîå ïðîèñõîæäåíèå:
∙ ãåîìåòðîñåéñìè÷åñêèå ïîëß, îáðàçîâàíèå êîòîðûõ ïîñðåäñòâîì îòðàæåíèß è ïðåëîìëåíèß
îïèñûâàåòñß çàêîíàìè ÃÎ;
∙ äèôðàãèðîâàííûå âîëíû, ìåõàíèçì âîçáóæäåíèß êîòîðûõ íàõîäèòñß âíå ýòèõ çàêîíîâ.
Êàæäîå èç ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ ïîëåé (𝑢0, 𝑢𝑟, 𝑢𝑡), îòëè÷íî îò íóëß â îáëàñòè, ãðàíèöàìè
êîòîðîé ßâëßþòñß ïîâåðõîñòü òåëà è ãðàíèöà ñâåò-òåíü ýòîãî ïîëß (ðèñ. 8).Ñëàãàåìûå â ýòîé
ñóììå îïðåäåëßþòñß ïî çàêîíàì ÃÎ (𝑢𝑟, 𝑢𝑡) èëè ïî çàêîíàì ÃÒÄ (𝑢𝑑).
Ðåøåíèå â âèäå (44) èùåòñß âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì óçêèõ ïåðåõîäíûõ çîí, ãäå íåïðèìåíèìà
ãåîìåòðè÷åñêàß îïòèêà:
∙ çîíû, ïðèëåãàþùèå ê ïîâåðõíîñòè òåë (íàïðèìåð, îêðåñòíîñòè ðåáåð è âåðøèí);
∙ çîíû, ðàñïîëîæåíûå â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå  âäàëè îò òåë (íàïðèìåð, îêðåñòíîñòü
êàóñòèê).
Ограничения лучевого метода и зона полутени
Â ñëó÷àå, êîãäà ëó÷ ïàäàþùåé âîëíû ïîïàäàåò íà ðåçêèé èçëîì ãðàíèöû (ðåáðî), òî
ïîßâëßåòñß äèôðàãèðîâàííàß âîëíà. Ëó÷ ãåîìåòðîñåéñìè÷åñêîé âîëíû, îáóñëîâëèâàþùèé ïî-
ßâëåíèß êðàåâîé (äèôðàãèðîâàííîé) âîëíû íàçûâàåòñß êðàéíèì ëó÷îì, òàê êàê ðàçäåëßåò
ïðîñòðàíñòâî íà äâå çîíû, çîíó ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè è îñâåùåííóþ çîíó. Îêðåñòíîñòü êðàéíå-
ãî ëó÷à ßâëßåòñß çîíîé êàóñòèêè, â êîòîðîé ãåîìåòðè÷åñêàß îïòèêà, à òàêæå åå ïðèáëèæåíèå
 ëó÷åâûå ðàçëîæåíèß  íå ïðèìåíèìû. Ýòî ñâßçàíî ñ òåì, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèß ÃÎ
è ëó÷åâûõ ðàçëîæåíèé âîçðàñòàåò, êîãäà òî÷êà íàáëþäåíèß íà÷èíàåò ïðèáëèæàòüñß ê êàóñòèêå,
à íà ñàìîé êàóñòèêå ýòè ïðèáëèæåíèß îáðàùàþòñß â áåñêîíå÷íîñòü [10]. Â ñâßçè ñ ýòèì ëó÷åâûå
ðàçëîæåíèß òàêæå èíîãäà íàçûâàþòñß íåðàâíîìåðíûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèßìè. Äëß
èçó÷åíèß âîëíîâûõ ïîëåé â îáëàñòßõ ïîëóòåíè èñïîëüçóþòñß äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû
àíàëèçà [6]:
1. ðàâíîìåðíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèß, ïîãðåøíîñòü êîòîðûõ îñòàåòñß îãðàíè÷åííîé
(è ñòðåìèòñß ê íóëþ ïðè 𝑘 → ∞ ) íåçàâèñèìî îò òîãî, íàñêîëüêî áëèçêî òî÷êà íàáëþäåíèß
ïîäõîäèò ê êàóñòèêå;
2. ìåòîä ïîãðàíè÷íîãî ñëîß.
Ïîëóòåíåâûì ïîëåì íàçûâàþò ðåøåíèå óðàâíåíèß Ãåëüìãîëüöà, êîòîðîå âäàëè îò ïåðåõîä-
íîé çîíû ðàñùåïëßåòñß íà ñóììó ñèëüíîãî ãåîìåòðîñåéñìè÷åñêîãî ïîëß 𝑢0 (ñóùåñòâóþùåãî
ëèøü â îñâåùåííîé îáëàñòè) è ñëàáîãî êðàåâîãî ïîëß 𝑢𝑑𝑖𝑓𝑓 . Ðàâíîìåðíàß àñèìïòîòèêà ïîëó-
òåíåâîãî ïîëß ïåðåõîäèò âäàëè îò ïåðåõîäíîé çîíû â ñóììó ëó÷åâûõ ðàçëîæåíèé ïîëåé 𝑢0 è
𝑢𝑑𝑖𝑓𝑓 â îñâåùåííîé îáëàñòè è â ëó÷åâîå ðàçëîæåíèå 𝑢𝑑𝑖𝑓𝑓 â òåíåâîé îáëàñòè.
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Поведение дифрагированных волн в окрестности границы свет-тень
Õàðàêòåð ïîëß äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ðàçëè÷åí â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ñâåò-òåíü è â
îñòàëüíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ñâåò-òåíü âîçíèêàþò èíòåíñèâíûå äè-
ôðàãèðîâàííûå âîëíû, îáóñëîâëåííûå äèôôóçèåé àìïëèòóäû. Óðàâíåíèå âèäà (26) îïèñûâàåò
äèôôóçèþ àìïëèòóäû. Åñëè ðåøàåòñß çàäà÷à äèôðàêöèè, òî òàêîå óðàâíåíèå áóäåò îïèñûâàòü
äèôôóçèþ àìïëèòóäû äèôðàãèðîâàííîé âîëíû. Â óðàâíåíèè ïðèñóòñòâóåò âåêòîðíûé äèô-
ôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∇, êîòîðûé îçíà÷àåò âçßòèå ïðîèçâîäíîé îò àìïëèòóäû âäîëü òðåõ
íàïðàâëåíèé â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (è âäîëü äâóõ íàïðàâëåíèé â äâóìåðíîì ñëó÷àå). Áóäåì îáî-
çíà÷àòü êàæäîå èç íàïðàâëåíèé ÷åðåç êîîðäèíàòíûå îðòû 𝑒1 (ïðîäîëüíàß äèôôóçèß) è 𝑒2, 𝑒3
(ïîïåðå÷íàß äèôôóçèß). Ìîæíî ïîêàçàòü [19], ÷òî â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ñâåò-òåíü àìïëèòó-
äà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ñðàâíèìà ïî èíòåíñèâíîñòè ñ àìïëèòóäîé ãåîìåòðîñåéñìè÷åñêîé
âîëíû, è ïðè ýòîì áûñòðî èçìåíßåòñß òîëüêî â íàïðàâëåíèè îðòà 𝑒2. Òàêèì îáðàçîì, îñíîâ-
íîé âêëàä â äèôôóçèþ àìïëèòóäû âíîñèò ïîïåðå÷íàß äèôôóçèß, â ñâßçè ñ ÷åì îêðåñòíîñòü
ãðàíèöû ñâåò-òåíü íàçûâàþò îáëàñòüþ ïîïåðå÷íîé äèôôóçèè.
Ðèñ. 9. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå îáëàñòè ïîïåðå÷íîé äèôôóçèè ñåéñìè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè
ïåðåõîäå îò îñâåùåííîé îáëàñòè ê çîíå òåíè [18].
Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíî ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå îáëàñòè ïîïåðå÷íîé äèôôóçèè ñåéñìè÷å-
ñêîé ýíåðãèè ïðè ïåðåõîäå îò îñâåùåííîé îáëàñòè ê çîíå òåíè. Ïîïåðå÷íàß äèôôóçèß ïðåîáëà-
äàåò â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû ñâåò-òåíü, èçâåñòíîé êàê ïîãðàíè÷íûé ñëîé (îáëàñòü 1 íà ðèñóíêå),
à ïåðåíîñ ýíåðãèè âäîëü ëó÷à ïðîèñõîäèò âíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîß: â îáëàñòßõ, ïîìå÷åííûõ öèô-
ðîé 2. Çàìåòèì, ÷òî âîëíîâîé ôðîíò 𝜏0 îáû÷íûõ ñåéñìè÷åñêèõ îáúåìíûõ âîëí, ñóùåñòâóþùèõ
â îñâåùåííîé îáëàñòè Ω𝑖, êàñàåòñß ôðîíòà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû 𝜏𝑑 íà ãðàíèöå ñâåò-òåíü [18].
Â çîíå ãëóáîêîé òåíè ßâëåíèå ïîïåðå÷íîé äèôôóçèè àìïëèòóäû ñëàáî âûðàæåíî, òàê êàê
ãðàäèåíòû àìïëèòóäû ñòàíîâßòñß ñëèøêîì ìàëûìè. Ïåðåíîñ ýíåðãèè çäåñü ïðîèñõîäèò âäîëü
ëó÷åé. Äèôðàãèðîâàííûå âîëíû â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè óäîâëåòâîðßþò çàêîíàì ÃÎ. Èìåííî
ïîýòîìó ðåøåíèå â âèäå (44) ìîæíî èñêàòü âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì îêðåñòíîñòè îáëàñòè ïîïå-
ðå÷íîé äèôôóçèè.
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Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, åñëè íà ãðàíèöå òåíè ñòàöèîíàðíîå ãåîìåòðîñåéñìè÷åñêîå ïîëå èìååò
ðàçðûâ àìïëèòóäû, ðàâíîé 𝑢𝐵, òî ïîëå äèôðàãèðîâàííîé âîëíû äëß äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ÷àñòîò
𝑘𝑟 >> 1 âûðàæàåòñß ôîðìóëîé:
𝑢𝑑𝑖𝑓𝑓 = ±𝑢𝐵𝑊
(︀
𝜃
√︂
𝑘𝑟
𝜋
)︀
𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑘𝑟), (45)
ãäå 𝑟, 𝜃  öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ðåáðà, óãîë 𝜃
îòñ÷èòûâàåòñß îò ãðàíèöû ñâåò-òåíü. Çíàê + áåðåòñß, êîãäà òî÷êà íàáëþäåíèß ðàñïîëîæåíà
â çîíå òåíè, çíàê −  â îñâåùåííîé îáëàñòè [6]. Ôóíêöèß 𝑊 (𝑧) ßâëßåòñß êîìïëåêñíîé è
âûðàæàåòñß ÷åðåç âûðîæäåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ:
𝑊 (𝑧) =
1
2
√
𝜋
𝜑
(︁1
2
,
1
2
,
𝑖𝜋𝑧2
2
)︁
. (46)
Ðèñ. 10. Ãðàôèê ìîäóëß ôóíêöèè 𝑊 (𝑧) [6].
Îáëàñòü, â êîòîðîé ïîëå äèôðàãèðîâàííîé âîëíû 𝑢𝑑𝑖𝑓𝑓 èçìåíßåòñß ïî ïðèâåäåííîé âûøå
ôîðìóëå, ïðèáëèæåííî îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòüþ
𝑘𝑟𝜃2 = 4𝜋2, (47)
êîòîðàß îòäåëßåò çîíó ýôôåêòèâíîé äèôôóçèè îò çîíû ãëóáîêîé òåíè.
Â ñâßçè ñ âûðàæåíèåì (45) ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôàçà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû èçìåíßåòñß
íà 180∘ â òî÷êå, ãäå ôðîíò äèôðàãèðîâàííîé âîëíû êàñàåòñß ôðîíòà ñòàöèîíàðíîé ãåîìåòðî-
ñåéñìè÷åñêîé âîëíû (ðèñ. 11 , 12 ).
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Ðèñ. 11. Ôðàãìåíò ñèíòåòè÷åñêîé ñåéñìîãðàììû. Ñïðàâà è ñëåâà îò òðàññû ñ íîìåðîì 650 ôàçà
äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ðàçëè÷àåòñß íà 180∘.
Ðèñ. 12. Ñíèìêè âîëíîâîãî ïîëß, ïðè ïàäåíèè öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû íà òîíêóþ ùåëü. Â çîíàõ
ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè ïàäàþùåé âîëíû ÷åòêî âèäíî îáðàùåíèå ôàçû äèôðàãèðîâàííîé âîëíû
[20].
Решение задачи дифракции в угловых областях
Èçó÷åíèå äèôðàãèðîâàííûõ âîëí îò êëèíà íà÷èíàåòñß ñ äâóõ ñòàòåé Æþëß Àíðè Ïóàí-
êàðå, îïóáëèêîâàííûõ â 1892 è 1896 ãîäàõ [21], [22]. Ïóàíêàðå ïåðâûé ñôîðìóëèðîâàë çàäà÷ó î
äèôðàêöèè âîëí â óãëîâûõ îáëàñòßõ, êàê êðàåâóþ çàäà÷ó ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Àíàëèòè÷å-
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ñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áûëî äàíî À. Çîììåðôåëüäîì â 1896 ãîäó [23], [24], êîòîðûé âïåðâûå
ïðåäëîæèë äëß îïèñàíèß âîëí èíòåãðàëû, âñïîñëåäñòâèè ïîëó÷èâøèå åãî èìß. Â ñåðåäèíå 20
âåêà Ã.Ä. Ìàëþæèíåöåâ íàøåë ðåøåíèå çàäà÷è î ðàññåßíèè àêóñòè÷åñêîé ïëîñêîé âîëíû íà
êëèíå ñ èìïåäàíñíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè, èñïîëüçóß ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèß â âèäå èí-
òåãðàëîâ Çîììåðôåëüäà [25]. Ðàáîòû Ìàëþæèíåöåâà îêàçàëèñü ðåâîëþöèîííûì ïðîðûâîì â
äàííîé òåìàòèêå, ïîñêîëüêó áëàãîäàðß èäåå î ïîèñêå ðåøåíèß â âèäå èíòåãðàëà Çîììåðôåëü-
äà ñòàëî âîçìîæíûì îäíîòèïíûì îáðàçîì ðåøàòü çàäà÷è äèôðàêöèè â óãëîâûõ îáëàñòßõ ïðè
ðàçëè÷íûõ êðàåâûõ óñëîâèßõ è âíå çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû óãëà, ñâîäß äåëî ê ôóíêöèîíàëü-
íîðàçíîñòíûì óðàâíåíèßì [26].
Ðåøåíèåþ çàäà÷è î ðàññåßíèè âîëí íà óïðóãîì êëèíå ïîñâßùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðà-
áîò [25]. Íàèáîëåå èíòåðåñíîé èç íèõ ßâëßåòñß ðàáîòà ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ Ëåáî è Êðóàçå-
ëß, êîòîðûå ðàçðàáîòàëè íîâûé ìåòîä ðåøåíèß çàäà÷ î ðàññåßíèè âîëí â óãëîâûõ îáëàñòßõ. Ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è â [27] íåòðàäèöèîííà: âîëíà íàçûâàåòñß óõîäßùåé, åñëè å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû ñïåöèàëüíîãî âèäà ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîß ñ ïëîòíîñòßìè, ïðèíàäëåæàùèìè
äîñòàòî÷íî ñëîæíî îïðåäåëßåìîìó êëàññó îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Îñóùåñòâëßß ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ýòèõ ïëîòíîñòåé ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíûå ôóíêöèè, ñèíãóëßðíîñòè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâó-
þò îòðàæ¼ííûì, ïðåëîìë¼ííûì è ãîëîâíûì âîëíàì.
Ðèñ. 13. Ãåîìåòðèß çàäà÷è [27].
Ðàáîòà [27] ïîñâßùåíà èçó÷åíèþ ïîâåäåíèß âîëíîâîãî ïîëß ïðè ðàññåßíèè íà óïðãóãîì
êëèíå. Àâòîðû èçó÷èëè ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé: ðàññåßíèå ïëîñêîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíßþùåéñß
â æèäêîñòè íà ïîãðóæåííîì â æèäêîñòü óïðóãîì êëèíå.
Ïðè ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû íà óïðóãèé óãîë âîçíèêàþò äèôðàãèðîâàííûå âîëíû 𝐷0 è 𝐷𝐿,
à òàêæå âîëíû 𝐶1 è 𝐶2, êîòîðûå áåãóò ïî ãðàíèöå è ðàñïðîñòðàíßþòñß â æèäêîé ñðåäå ïîä
êðèòè÷åñêèì óãëîì. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèñóòñòâóþò òðè òèïà âîëí ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòßìè:
ïðîäîëüíàß è ïîïåðå÷íàß âîëíû â óïðóãîì êëèíå è àêóñòè÷åñêàß çâóêîâàß âîëíà â æèäêîñòè.
Êðîìå òîãî, âäîëü ãðàíè êëèíà âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå äâóõ òèïîâ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. Âî-
ïåðâûõ, âîëíû Øîòòà-Ñòîóíëè, áåãóùåé ïî ãðàíèöå æèäêîñòü-òâåðäîå òåëî. Âî-âòîðûõ, âîëíû
Ðýëåß, ðàñïðîñòðàíßþùåéñß ïî ñâîáîäíîé ãðàíèöå, îäíàêî, òàêàß âîëíà çäåñü èñ÷åçàåò, èç-çà
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Ðèñ. 14. Ïàäàþùàß ïëîñêàß âîëíà 𝐼, îòðàæåííàß ïëîñêàß âîëíà 𝑅𝑖𝐿,0, ïðîõîäßùàß ïëîñêàß âîëíà
𝑇 𝑖𝐿,0. Èíäåêñû 𝐿 ñîîòâåòñòâóþò óïðóãèì âîëíàì, èíäåêñû 0  àêóñòè÷åñêèì [27].
íàëè÷èß æèäêîñòè (ðèñ. 14, 15). Çà âðåìß 𝑡0 íà ðèñóíêå 15 ïðèíèìàþò ìîìåíò âðåìåíè êàñàíèß
âåðøèíû óãëà ïàäàþùåé âîëíîé.
Ðèñ. 15. Âîëíîâûå ôðîíòû äëß ìîìåíòîâ âðåìåíè −𝑡0 < 0 (ïóíêòèðíàß ëèíèß) è â ìîìåíò
âðåìåíè 4𝑡0 > 0 (íåïðåðûâíàß ëèíèß) [27].
Ñêàëßðíàß çàäà÷à î ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû íà ïðîçðà÷íûé êëèí áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå
[28], [29], â êîòîðîé èñïîëüçîâàëàñü ìåòîäèêà áëèçêàß ê ìåòîäèêå ôðàíöóçêèõ ìàòåìàòèêîâ Ëåáî
è Êðóàçåëüß.
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Ðèñ. 16. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ïðè ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû
ïîä óãëîì 70∘ íà ïîãðóæåííûé â âîäó äþðàëåâûé êëèí (óãîë ðàñòâîðà êëèíà 45∘) [27].
Ðèñ. 17. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ïðè ïàäåíèè ïëîñêîé âîëíû
ïîä óãëîì 45∘ íà ïîãðóæåííûé â âîäó äþðàëåâûé êëèí (óãîë ðàñòâîðà êëèíà 60∘) [27].
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Поля дифрагированных волн в
акустических средах
Кинематический анализ дифрагированных волн
Ðàññìîòðèì ðàñïîñòðàíåíèå ïîëß äàâëåíèß â äâóìåðíîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäå (ðèñ. 18).
Ââåäåì ïðßìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (𝑥, 𝑧), íà÷àëî êîòîðîé ñîâìåñòèì c ìåñòîì ðàñïîëî-
æåíèß èñòî÷íèêà, îáîçíà÷åííîãî òî÷êîé 𝑆. Èç òî÷êè 𝐷, ñ êîîðäèíàòàìè (600, 1000), âûõîäßò
äâà ëó÷à, îáðàçóþùèå óãîë 90∘ è ßâëßþùèåñß ãðàíèöàìè ðàçäåëà äâóõ ñðåä 𝐼 è 𝐼𝐼. Ñêîðîñòü â
ïåðâîé ñðåäå 𝑉1 ñîñòàâëßåò 3300 ì/ñ, ñêîðîñòü âî âòîðîé ñðåäå 𝑉2  4300 ì/ñ, ïëîòíîñòü êàê â
ïåðâîé, òàê è âî âòîðîé ñðåäàõ 𝜌  1 êã/ì3.
Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëß äàâëåíèß 𝑝(r, 𝑡) â àêóñòè÷åñêîé ñðåäå ñ ïîñòîßííîé ïëîòíîñòüþ îïè-
ñûâàåòñß íåîäíîðîäíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì:
△𝑝(r, 𝑡)− 1
𝑉 (r)2
𝜕2𝑝(r, 𝑡)
𝜕𝑡2
= 𝑓(r, 𝑡), (48)
ãäå 𝑓(r, 𝑡)  ôóíêöèß èñòî÷íèêà. Ìåõàíè÷åñêàß ìîäåëü èñòî÷íèêà èñïîëüçóþùàßñß â çàäà÷å 
öåíòð ðàñøèðåíèß. Òàêîé èñòî÷íèê ìîäåëèðóåò âçðûâ, èçëó÷àþùèé ïðîäîëüíóþ âîëíó ðàâíî-
ìåðíî âî âñåõ íàïðàâëåíèß. Ïîïåðå÷íóþ âîëíó òàêîé èñòî÷íèê íå èçëó÷àåò. Ìàòåìàòè÷åñêè,
òàêóþ ìîäåëü â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íàëîæåíèß ÷åòûðåõ ñîñðåäîòî÷åí-
íûõ ñèë, îäèíàêîâûõ ïî âåëè÷èíå è äåéñòâóþùèõ âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé â ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàïðàâëåíèßõ [12].
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (40) èç ãëàâû 1 ðåøåíèåì äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèß (11) ßâëß-
åòñß öèëèíäðè÷åñêàß âîëíà, ôðîíò êîòîðîé ïðåäñòàâëßåò ñîáîé öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.
Âîëíó, âîçáóæäàåìóþ èñòî÷íèêîì òèïà öåíòðà ðàñøèðåíèß ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ëó÷åé,
âûõîäßùèõ èç òî÷êè 𝑆 ðàâíîìåðíî âî âñåõ íàïðàâëåíèßõ. Ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè çàäà÷è (ðèñ. 18),
íåêîòîðûå èç ýòèõ ëó÷åé äîñòèãíóò ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ ñðåä, à íåêîòîðûå áóäóò áåñïðåïßò-
ñòâåííî ðàñïðîñòðàíßòüñß â ñðåäå 𝐼. Ïîñëåäíèå èç óïîìßíóòûõ ëó÷åé íå ïðåäñòàâëßþò áîëü-
øîãî èíòåðåñà. Ñîñðåäîòî÷èìñß íà ëó÷àõ, ïîòåíöèàëüíûõ ê êîíòàêòó ñ ãðàíèöåé (ðèñ. 19).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óãîë âûõîäà ëó÷åé 𝛼 èç òî÷êè 𝑆, êîòîðûå âîçìîæíî äîñòèãíóò ê îïðå-
äåëåííîìó ìîìåíòó âðåìåíè ãðàíèöû, èçìåíßåòñß îò −90∘ äî 90∘. Óãîë áóäåì îòñ÷èòûâàòü îò
ëèíèè, íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî âíèç èç òî÷êè 𝑆. Òàêæå äëß äàëüíåéøåãî îáúßñíåíèß íåîá-
õîäèìî ââåñòè êðèòè÷åêèé óãîë ïàäåíèß 𝛼𝑐 = arcsin 𝑉1𝑉2 ≈ 50∘. Ïåðå÷èñëèì äëß äàííîé çàäà÷è
âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè:
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Ðèñ. 18. Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçèåñêèå ïàðàåìåòðû äâóìåðíîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäû
1 Åñëè −90 < 𝛼 < −𝛼𝑐, òî ïðè äîñòèæåíèè ëó÷àìè ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû îáðàçó-
þòñß òîëüêî òàêèå ëó÷è, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëíîìó âíóòðåííåìó îòðàæåíèþ.
2 Åñëè 𝛼 = −𝛼𝑐, òî ïðè ïàäåíèè ëó÷à íà ãîðèçîíòàëüíóþ ÷àñòü ãðàíèöû îáðàçóþòñß êðè-
òè÷åñêè îòðàæåííûé ëó÷ è êðèòè÷åñêè ïðåëîìëåííûé ëó÷, êîòîðûé áóäåò ñêîëüçèòü ñî
ñîðîñòüþ 𝑉2 ïî ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä. Ïðè ýòîì èç êàæäîé òî÷êè ãðàíèöû áóäóò
âûõîäèòü ïîä êðèòè÷åñêèì óãëîì â ïåðâóþ ñðåäó ëó÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå ãîëîâíîé âîëíå.
3 Åñëè −𝛼𝑐 < 𝛼 < 0, òî ïðè äîñòèæåíèè ëó÷åé ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû îáðàçóþòñß
îòðàæåííûé ëó÷ 𝑀𝐾 è ïðåëîìëåííûé ëó÷ 𝑀𝐿, êîòîðûå ñâßçàíû ìåæäó ñîáîé çàêîíîì
Ñíåëèóñà (ðèñ. 19a)
4 Åñëè 𝛼 = 0, òî ïàäåíèå, ïðåëîìåíèå è îòðàæåíèå óïðóãèõ âîëí ïðîèñõîäèò ïî íîðìàëüíûì
ëó÷àì 𝛼 = 𝛼𝑅 = 𝛼𝑇 = 0.
Ïåðå÷èñëåííûå ÷åòûðå ïóíêòà îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ëó÷åé öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû ñëåâà
îò èñòî÷íèêà. Äëß îïèñàíèß ïîâåäåíèß ëó÷åé ñïðàâà îò èñòî÷íèêà íåîáõîäèìî ââåñòè åùå äâà
äîïîëíèòåëüíûõ óãëà.
Ïåðâûé èç íèõ îáîçíà÷èì 𝛽 (ðèñ. 19á). Ñóùåñòâóåò òàêîé óãîë ïàäåíèß 𝛽 ëó÷à 𝑆𝑀 , ïðè
êîòîðîì çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè 𝑇 ïðåëîìëåííûé ëó÷ 𝑀𝐿 óñïåâàåò äîñòèãíóòü
âåðòèêàëüíîé ãðàíèöû, íî íå èñïûòûâàåò íà ýòîé ãðàíèöå ïðåëîìëåíèß è îòðàæåíèß. Óãîë 𝛽
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Ðèñ. 19. Õîä ëó÷åé ïðè óãëàõ ïàäåíèß: −𝛼𝑐 < 𝛼 < 0 (à); 𝛼 = 𝛽 (á); 𝛽 < 𝛼 < 𝛼𝑑 (â)
îïðåäåëßåòñß ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå
𝑥
(︃
𝐻
(︃
1− 𝑉
2
2
𝑉 21
)︃)︃
− 𝑙 +
(︃
𝑉 22
𝑉1
𝑇
)︃
1√︁
1 + 1
𝑥2
= 0, (49)
ãäå 𝑥 = tan 𝛽, 𝑇  ìîìåíò âðåìåíè íàáëþäåíèß, 𝐻  ðàññòîßíèå îò èòî÷íèêà 𝑆 äî ãîðèçîí-
òàëüíîé ãðàíèöû, 𝑙  ðàññòîßíèå îò òî÷êè 𝑁 äî 𝐷 (ðèñ. 18), 𝑉1, 𝑉2  ñêîðîñòè â ïåðâîé è âî
âòîðîé ñðåäàõ (ðèñ. 18). Âûâîä ôîðìóëû ïðåäñòàëâëåí â Ïðèëîæåíèè 3.
Ïðè çàäàíûõ â îáñóæäàåìîé çàäà÷å ïàðàìåòðàõ  ðàñïîëîæåíèå èñòî÷íèêà è ãåîìåòðèè
ãðàíèöû  â ìîìåíò âðåìåíè 𝑇 = 0.448 ñ óðàâíåíèå (49) âûãëßäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
𝑥
(︃
1000
(︃
1− 4300
2
33002
)︃)︃
− 600 +
(︃
43002
3300
0.448
)︃
1√︁
1 + 1
𝑥2
= 0. (50)
Ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèß ßâëßþòñß òðè êîðíß
𝑥1 = −0.1889, 𝑥2 = 0.3580, 𝑥3 = 2.4935, (51)
ó÷èòûâàß, ÷òî 𝛽 = arctan𝑥 ïîëó÷àåì çíà÷åíèß óãëîâ:
𝛽1 = −10.7000, 𝛽2 = 19.6978, 𝛽3 = 68.1471. (52)
Ñ ó÷åòîì ãåîìåòðèè çàäà÷è è ñïîñîáà îòñ÷åòà óãëà âûáèðàåòñß êîðåíü, ñîîòâåòñòâóþùèé 𝛽2 =
19.6978 = 𝛽.
Âòîðîé óãîë ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó óãëó âûõîäà, ïðè êîòîðîì ïàäàþùèé ëó÷ ïîïàäàåò â
òî÷êó 𝐷. Îáîçíà÷èì òàêîé óãîë êàê 𝛼𝑑. Åãî ìîæíî ëåãêî íàéòè ïî ôîðìóëå
𝛼𝑑 = arctan
𝑙
𝐻
, (53)
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ãäå 𝐻  ðàññòîßíèå îò èòî÷íèêà 𝑆 äî ãîðèçîíòàëüíîé ãðàíèöû, 𝑙  ðàññòîßíèå îò òî÷êè 𝑁 äî 𝐷
(ðèñ. 18). Ïîäñòàâëßß â ïðåäûäóùóþ ôîðìóëó ïàðàìåòðû íàøåé çàäà÷è 𝑙 = 600 ì è 𝐻 = 1000 ì,
îïðåäåëèì âåëè÷èíó óãîëà 𝛼𝑑 ≈ 31∘. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî 𝛽 < 𝛼𝑐 è 𝛼𝑑 < 𝛼𝑐.
Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó ñëó÷àþ.
5 Åñëè 0 < 𝛼 < 𝛽, òî ïðè äîñòèæåíèè ëó÷åé ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû îáðàçóþòñß
îòðàæåííûå è ïðåëîìëåííûå ëó÷è. Íà ðèñ. 19á èçîáðàæåí ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà óãîë
ïàäåíèß 𝛼 ëó÷à 𝑆𝑀 ðàâåí 𝛽, ïðè ýòîì ïðåëîìëåííûé ëó÷ 𝑀𝐿 äîñòèãàåò âåðòèêàëüíîé
÷àñòè ãðàíèöû.
6 Åñëè 𝛽 < 𝛼 < 𝛼𝑑, òî ïðè ïàäåíèè íà ãîðèçîíòàëüíóþ ÷àñòü ãðàíèöû îáðàçóåòñß îòðàæåí-
íûé ëó÷ 𝑀𝐾, ïðåëîìëåííûé ëó÷ 𝑀𝐿, äâàæäû ïðåëîìëåííûé (ïðåëîìåííûé ïðåëîìëåí-
íûé) ëó÷ 𝐿𝑂 è ïðåëîìëåííûé îòðàæåííûé ëó÷ 𝐿𝑁 (ðèñ. 19â).
7 Åñëè 𝛼 = 𝛼𝑑, òî ïàäàþùèé ëó÷ ïîïàäàåò íà âåðøèíó óãëà, òî÷êó 𝐷 è îáðàçóåòñß äèôðàãè-
ðîâàííàß âîëíà. Â ñâßçè ñ ýòèì òî÷êó 𝐷 áóäåì òàêæå íàçûâàòü òî÷êîé äèôðàêöèè. Ôðîíò
äèôðàãèðîâàííîé âîëíû áóäåò öèëèíäðè÷åñêèì.
8 Åñëè 𝛼𝑑 < 𝛼 < 90, ïàäàþùèé ëó÷ íå âñòðå÷àåò ãðàíèöû ðàçäåëà è ñâîáîäíî ðàñïðîñòðà-
íßåòñß â ïåðâîé ñðåäå.
Îñòàíîâèìñß ïîäðîáíåå íà ñåäüìîì ïóíêòå. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, îáúåêò íà êîòîðîì
äèôðàãèðóåò âîëíà ïðåñòàâëßåò ñîáîé äèôðàãèðóþùåå ðåáðî. Äèôðàãèðîâàííûå íà ðåáðàõ âîë-
íû òàêæå íàçûâàþò êðàåâûìè. Âîëíû, êîòîðûå äèôðàãèðóþò íà ãëàäêèõ ïðåïßòñòâèßõ íàçû-
âàþò âîëíàìè ñîñêàëüçûâàíèß.
Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Ãþéãåíñà, ïðè äîñòèæåíèè ôðîíòîì ïàäàþùåé âîëíû òî÷êè äèôðàêöèè,
ýòà òî÷êà ñòàíîâèòñß èñòî÷íèêîì íîâîé âîëíû. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðè ïðîèçâîëüíîì ïàäåíèè
ïëîñêîé âîëíû íà ðåáðî ôðîíò êðàåâîé âîëíû ïðåäñòàâëßåò ñîáîé êîíóñ, à ïðè ïàäåíèè íà
îñòðèå  ñôåðó. Ïîäðîáíî ýòè ñëó÷àè áûëè îïèñàíû â ãëàâå 2. Â ðàññìàòðèâàåìîì äâóìåðíîì
ñëó÷àå ôðîíò äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ßâëßåòñß öèëèíäðè÷åñêèì.
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Ðèñ. 20. Õîä ëó÷åé ïðè óãëå ïàäåíèß 𝛼 = 𝛼𝑑
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Íà ðèñ. 20 èçîáðàæåíû òîëüêî íåêîòîðûå èç ëó÷åé äèôðàãèðîâàííîé âîëíû. Ëó÷ 𝐷𝐸 ðàñ-
ïðîñòðàíßåòñß â ïåðâîé ñðåäå ñî ñêîðîñòüþ 𝑉1, ëó÷𝐷𝐹  âî âòîðîé, ñî ñêîðîñòüþ 𝑉2. Ïîñêîëüêó
äèôðàãèðîâàííàß âîëíà ðàñïðîñòðàíßåòñß ðàâíîìåðíî âî âñåõ íàïðàâëåíèßõ, òî áóäóò è òàêèå
ëó÷è, êîòîðûå ïîáåãóò âäîëü ãðàíèöû. Òàê, ëó÷ 𝐷𝐼 ñêîëüçèò ïî ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä
(𝑣1 < 𝑣2), è â êàæäîé òî÷êå èçëó÷àåò â ïåðâóþ ñðåäó ïîä êðèòè÷åñêèì óãëîì ëó÷è 𝐼𝐶. Ýòè âîë-
íû èìåþò ïëîñêèé ôðîíò è êèíåìàòè÷åñêè ñõîäíû ñ ãîëîâíûìè [6]. Äèôðàãèðîâàííóþ âîëíó
òàêîãî òèïà áóäåì íàçûâàòü ãîëîâíîé äèôðàãèðîâàííîé âîëíîé.
Íà ðèñ. 21 ïðåäñòàâëåíà êèíåìàòè÷åñêàß êàðòèíà âîëíîâûõ ïîëåé, ðàñïðîñòðàíßþøèõñß â
ñðåäå (ðèñ. 18) â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.448 ñ. Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè óãîë âûõîäà ëó÷à èç
èñòî÷íèêà ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî.
-1500 -1000 -500 0 500 1000 1500
-1500
-1000
-500
0
500
1000
1500
Ðèñ. 21. Âîëíîâûå ïîëß â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.448 ñ.
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Ðèñ. 22. Óâåëè÷åííûé ôðàãìåíò ðèñ. 21
Ñîãëàñíî ðèñ. 22 ôðîíò äèôðàãèðîâàííîé âîëíû êàñàåòñß ôðîíòîâ ïàäàþùåé âîëíû, îòðà-
æåííîé, ïðåëîìëåííîé îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé ïðåëîìëåííîé âîëí. Òî÷êè êàñàíèß ôðîíòà
äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ñ ôðîíòàìè îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé îòðàæåííîé ðàçëè÷èìû äî-
ñòàòî÷íî îò÷åòëèâî. Òî÷êè êàñàíèß ôðîíòà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ñ ôðîíòàìè ïàäàþùåé
âîëíû è ïðåëîìëåííîé ïðåëîìëåííîé âîëíû ðàñïîëîæåíû î÷åíü áëèçêî äðóê ê äðóãó, â ñëåä-
ñòâèè ÷åãî ßâëßþòñß òðóäíî ðàçëè÷èìûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê êàñàíèß âî
ìíîãîì ñâßçàíî ñ âûáðàííîé ãåîìåòðèåé çàäà÷è: âèä äèôðàãèðóþùåãî îáúåêòà (ïðßìîé óãîë)
è ìåñòîïîëîæåíèå èñòî÷íèêà îòíîñèòåëüíî äèôðàãèðóþùåãî îáúåêòà, òèïîì ïàäàþùåé âîëíû
(öèëèíäðè÷åñêàß).
Èññëåäîâàíèß êèíåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ äèôðàãèðîâàííûõ âîëí ïðîèñõîäèëî íå òîëüêî ïî-
ñðåäñòâîì ïîñòðîåíèß êèíåìàòè÷åñêèõ êàðòèí âîëíîâûõ ïîëåé, íî òàêæå è ïîñðåäñòâîì àíàëèçà
ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèß. Äëß ìîäåëèðîâàíèß âîëíîâîãî ïîëß, óäîëåòâîðßþùå-
ãî óðàâíåíèþ (48), èñïîëüçîâàëñß ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä Ôóðüå. Îïèñàíèå äàííîãî ìåòîäà
ïðèâîäòñß â ïóáëèêàöèßõ [30], [31].
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 23  27. Ñêîðîñòü â ñðå-
äå, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê, ñîñòàâëßåò 𝑣1 = 3300 ì/ñ. Ñêîðîñòü âî âòîðîé ñðåäå 
𝑣2 = 4300 ì/ñ. Ãðàíèöà ðàçäåëà äâóõ ñðåä íà âñåõ ðèñóíêàõ èçîáðàæåíà ÷åðíîé ëèíèåé è ßâëß-
åòñß ñòîðîíàìè óãëà â 90∘. Ïëîòíîñòü âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ñîñòàâëßåò 𝜌 = 1 êã/ì3. Èñòî÷íèê,
îáîçíà÷åííûé áóêâîé 𝑆, âî âñåõ ñëó÷àßõ ïîãðóæåí íà îäíó è òóæå ãëóáèíó 6800 ì. Ãîðèçîí-
òàëüíàß êîîðäèíàòà ìåñòîðàñïîëîæåíèß èñòî÷íèêà èçìåíßåòñß â ïðåäåëàõ îò 5300 ì äî 6300 ì.
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàëñß èñòî÷íèê òèïà öåíòðà ðàñøèðåíèß. Ôóíêöèß èñòî÷íèêà 
äåëüòà ôóíêöèß. Âîëíîâûå ïîëß, èçîáðàæåííûå íà ðèñóíêàõ 23  27 ïðåäñòàâëåíû â ìîìåíò
âðåìåíè íàáëþäåíèß 𝑡 = 0.8 ñ. Êîîðäèíàòû âåðøèíû óãëà (òî÷êà äèôðàêöèè)  (6300, 7800).
Âî âñåõ ñëó÷àßõ, âåëè÷èíà óãîëà 𝛼𝑑 ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî óãëà 𝛼𝑐 = arcsin 𝑣1𝑣2 = arcsin
3300
4300
≈ 51·,
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ò.å. ëó÷, ïàäàþùèé íà òî÷êó äèôðàêöèè ßâëßåòñß äîêðèòè÷åñêèì. Â ñëó÷àå, êîãäà 𝛼𝑑 > 𝛼𝑐, ò.å.
ëó÷ ïàäàþùèé íà òî÷êó äèôðàêöèè ßâëßåòñß çàêðèòè÷åñêèì, íàáëþäàåòñß ïðîöåñ äèôðàêöèè
ãîëîâíîé âîëíû, ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò ïðîöåññ äèôðàêöèè çàêðèòè÷åñêè-ïàäàþùåãî ëó÷à.
Àíàëèçèðóß ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèß ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:
1. Ôàçà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû èçìåíßåòñß íà 𝜋 â òî÷êå êàñàíèß ôðîíòà äèôðàãèðîâàí-
íîé âîëíû ñ ôðîíòàìè îòðàæåííîé, ïðåëîìëåííîé, ïðåëîìëåííîé îòðàæåííîé è ïðåëîìëåííîé
ïðåëîìëåííîé âîëíàìè.
2. Ïðè ïðèáëèæåíèè ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà ê ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòå
óãëà, ôðîíò äèôðàãèðîâàííîé âîëíû 𝐷2, ðàñïðîñòðàíßþùåéñß âî âòîðîé ñðåäå, íàêëàäûâàåòñß
íà ôðîíò ïðåëîìëåííîé îòðàæåííîé âîëíû 𝑇𝑅. Òàêîå íàëîæåíèå âîëíîâûõ ôðîíòîâ õàðàòåðíî
äëß ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè óãëà. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðèß âîëíîâûõ ôðîíòîâ çàâèñèò îò
ãåîìåòðèè ìîäåëè è ìåñòîðàñïîëîæåíèß èñòî÷íèêà.
3. Àìïëèòóäà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ìàêñèìàëüíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè êàñàíèß âîëíîâîãî
ôðîíòà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû è ôðîíòà âîëí 𝐼, 𝑅, 𝑇𝑅 è 𝑇𝑇 , è áûñòðî çàòóõàåò ïðè óäàëåíèè
îò ýòîé òî÷êè.
4. Ñóùåñòóþò ãîëîâíûå äèôðàãèðîâàííûå âîëíû, ðàñïðîñòðàíßþùèåñß âäîëü ãðàíèö ðàç-
äåëà äâóõ ñðåä. Ïðè ýòîì, òà âîëíà, êîòîðàß ðàñïðîñòðàíßåòñß âäîëü âåðèêàëüíîé ãðàíèöû, íà
äàííûõ ñíèìêàõ âîëíîâîãî ïîëß â ñèëó ñóïåðïîçèöèè ñ ãåîìåòðîñåéñìè÷åñêèìè ïîëßìè ñëàáî
âûðàæåíà.
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Ðèñ. 23. ×åðíàß ëèíèß îáîçíà÷àåò ãðàíèöó äâóõ ñðåä. Âíóòðè óãëà ñêîðîñòü ñîñòàâëßåò
𝑉2 = 4300 ì/ñ, ñíàðóæè  𝑉1 = 3300 ì/ñ. Êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà 𝑆  (5300, 6800) ì. Óãîë
𝛼𝑑 = 45 < 𝛼𝑐 ≈ 51. Âîëíîâûå ïîëß: 𝐼  ïàäàþùàß âîëíà, 𝑅  îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇  ïðåëîì-
ëåííàß âîëíà, 𝐻  ãîëîíàß âîëíà, 𝑅𝑇  ïðåëîìëåííàß îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇𝑇  ïðåëîìëåííàß
ïðåëîìëåííàß âîëíà, 𝐷1  äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß â ïåðâîé ñðåäå, 𝐷2 
äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß âî âòîðîé ñðåäå, 𝐻𝐷  ãîëîâíàß äèôðàãèðî-
âàííàß âîëíà.
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Ðèñ. 24. ×åðíàß ëèíèß îáîçíà÷àåò ãðàíèöó äâóõ ñðåä. Âíóòðè óãëà ñêîðîñòü ñîñòàâëßåò 𝑉2 =
4300 ì/ñ, ñíàðóæè  𝑉1 = 3300 ì/ñ. Êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà 𝑆  (5500, 6800) ì. Óãîë ïàäå-
íèß 𝛼𝑑 ≈ 39 < 𝛼𝑐 ≈ 51. Âîëíîâûå ïîëß: 𝐼  ïàäàþùàß âîëíà, 𝑅  îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇 
ïðåëîìëåííàß âîëíà, 𝐻  ãîëîíàß âîëíà, 𝑅𝑇  ïðåëîìëåííàß îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇𝑇  ïðå-
ëîìëåííàß ïðåëîìëåííàß âîëíà, 𝐷1  äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß â ïåðâîé
ñðåäå, 𝐷2  äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß âî âòîðîé ñðåäå, 𝐻𝐷  ãîëîâíàß
äèôðàãèðîâàííàß âîëíà.
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Ðèñ. 25. ×åðíàß ëèíèß îáîçíà÷àåò ãðàíèöó äâóõ ñðåä. Âíóòðè óãëà ñêîðîñòü ñîñòàâëßåò 𝑉2 =
4300 ì/ñ, ñíàðóæè  𝑉1 = 3300 ì/ñ. Êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà 𝑆  (5700, 6800) ì. Óãîë ïàäå-
íèß 𝛼𝑑 ≈ 31 < 𝛼𝑐 ≈ 51. Âîëíîâûå ïîëß: 𝐼  ïàäàþùàß âîëíà, 𝑅  îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇 
ïðåëîìëåííàß âîëíà, 𝐻  ãîëîíàß âîëíà, 𝑅𝑇  ïðåëîìëåííàß îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇𝑇  ïðå-
ëîìëåííàß ïðåëîìëåííàß âîëíà, 𝐷1  äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß â ïåðâîé
ñðåäå, 𝐷2  äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß âî âòîðîé ñðåäå, 𝐻𝐷  ãîëîâíàß
äèôðàãèðîâàííàß âîëíà.
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Ðèñ. 26. ×åðíàß ëèíèß îáîçíà÷àåò ãðàíèöó äâóõ ñðåä. Âíóòðè óãëà ñêîðîñòü ñîñòàâëßåò 𝑉2 =
4300 ì/ñ, ñíàðóæè  𝑉1 = 3300 ì/ñ. Êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà 𝑆  (6000, 6800) ì. Óãîë ïàäå-
íèß 𝛼𝑑 ≈ 17 < 𝛼𝑐 ≈ 51. Âîëíîâûå ïîëß: 𝐼  ïàäàþùàß âîëíà, 𝑅  îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇 
ïðåëîìëåííàß âîëíà, 𝐻  ãîëîíàß âîëíà, 𝑅𝑇  ïðåëîìëåííàß îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇𝑇  ïðå-
ëîìëåííàß ïðåëîìëåííàß âîëíà, 𝐷1  äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß â ïåðâîé
ñðåäå, 𝐷2  äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß âî âòîðîé ñðåäå, 𝐻𝐷  ãîëîâíàß
äèôðàãèðîâàííàß âîëíà.
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Ðèñ. 27. ×åðíàß ëèíèß îáîçíà÷àåò ãðàíèöó äâóõ ñðåä. Âíóòðè óãëà ñêîðîñòü ñîñòàâëßåò 𝑉2 =
4300 ì/ñ, ñíàðóæè  𝑉1 = 3300 ì/ñ. Êîîðäèíàòû èñòî÷íèêà 𝑆  (6300, 6800) ì. Óãîë ïàäåíèß
𝛼𝑑 = 0 < 𝛼𝑐. Âîëíîâûå ïîëß: 𝐼  ïàäàþùàß âîëíà, 𝑅  îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇  ïðåëîìëåí-
íàß âîëíà, 𝐻  ãîëîíàß âîëíà, 𝑅𝑇  ïðåëîìëåííàß îòðàæåííàß âîëíà, 𝑇𝑇  ïðåëîìëåííàß
ïðåëîìëåííàß âîëíà, 𝐷1  äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß â ïåðâîé ñðåäå, 𝐷2 
äèôðàãèðîâàííàß âîëíà, ðàñïðîñòàíßþùàßñß âî âòîðîé ñðåäå, 𝐻𝐷  ãîëîâíàß äèôðàãèðî-
âàííàß âîëíà.
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Амплитудный анализ дифрагированных волн
Àìïëèòóäíûé àíàëèç äèôðàãèðîâàííûõ âîëí áûë âûïîëíåí äëß ïîëß äàâëåíèß, ðàñïðî-
ñòðàíßþùåãîñß â äâóìåðíîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäå (íà ðèñ. 28). Ââåäåì ïðßìîóãîëüíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò (𝑥, 𝑧). Èç òî÷êè 𝐷, ñ êîîðäèíàòàìè (890, 1100), âûõîäßò äâà ëó÷à, îáðàçóþùèå óãîë
90∘ è ßâëßþùèåñß ãðàíèöàìè ðàçäåëà äâóõ ñðåä 𝐼 è 𝐼𝐼. Ñêîðîñòü â ïåðâîé ñðåäå 𝑉1 ñîñòàâëßåò
2200 ì/ñ, ñêîðîñòü âî âòîðîé ñðåäå 𝑉2  3200 ì/ñ, ïëîòíîñòü êàê â ïåðâîé, òàê è âî âòîðîé
ñðåäàõ 𝜌  1 êã/ì3. Â òî÷êå (630, 780), ðàñïîëîæåí èñòî÷íèê òèïà öåíòðà ðàñøèðåíèß. Ôóíê-
öèß èñòî÷íèêà 𝑓(r, 𝑡)  èìóëüñ Ðèêåðà. Ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëß äàâëåíèß 𝑝(r, 𝑡) â àêóñòè÷åñêîé
ñðåäå ñ ïîñòîßííîé ïëîòíîñòüþ îïèñûâàåòñß íåîäíîðîäíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì:
△𝑝(r, 𝑡)− 1
𝑉 (r)2
𝜕2𝑝(r, 𝑡)
𝜕𝑡2
= 𝑓(r, 𝑡), (54)
ãäå 𝑓(r, 𝑡)  ôóíêöèß èñòî÷íèêà, â êà÷åñòâå êîòîðîé áûë âûáðàí âåéâëåò Ðèêåòà ñ öåíòðàëü-
íîé ÷àñòîòîé 𝑓 = 100 Ãö, ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíàß ÷àñòîòà ñèãíàëà ñîñòàâëßëà 𝑓 = 200 Ãö.
Çíàß çíà÷åíèß ñêîðîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõ ñðåäó, ìîæíî ðàñ÷èòàòü ìèíèìàëüíóþ äëèíó âîë-
íû 𝜆𝑚𝑖𝑛 =
𝑉𝑚𝑖𝑛
𝑓𝑚𝑎𝑥
= 2200
200
ì = 11 ì.
×èñëåííîå ìîäåëèîâàíèå òàêæå îñóùåñòâëßëîñü ïñåâäîñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì Ôóðüå [30],
[31]. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàëñß øàã ñåòêè 𝑑 ðàâíûé 1 ì, ÷òî óäîâëåòâîðßåò ñîîòíîøå-
íèþ 𝜆𝑚𝑖𝑛
𝑑
> 10 (áîëåå äåñßòè òî÷åê íà äëèíó âîëíû). Óãîë 𝛼𝑑 ≈ 39∘ < 𝛼𝑐 ≈ 45∘. Íà ðèñ. 29
ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò íàëîæåíèß êèíåìàòè÷åñêîé êàðòèíû âîëíîâîãî ïîëß íà ðåçóëüòàò ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèß.
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Ðèñ. 28. Ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû äâóìåðíîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäû.
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Ðèñ. 29. Âîëíîâûå ïîëß â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.26 ñ.
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Ðèñ. 30. Óâåëè÷åííûé ôðàãìåíò ðèñóíêà 29
Äëß ïîñòðîåíèß ãðàôèêà çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû àìïëèòóäû âîëíîâîãî ôðîíòà â ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡 = 0.26 ñ âäîëü ëèíèè, îáîçíà÷àþùåé ïîëîæåíèå ôðîíòà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû,
áûëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îïåðàöèè:
∙ Ïîñòðîåíèå ëó÷åé äèôðàãèðîâàííûõ âîëí. Íåîáõîäèìî ïðîâåñòè îòðåçîê èç òî÷êè äè-
ôðàêöèè 𝐷 (ðèñ. 28) äî òî÷êè íà ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëîæåíèþ âîëíîâîãî ôðîíòà
äèôðàãèðîâàííîé âîëíû â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Êàæäàß òî÷êà íà ýòîé ëè-
íèè ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó óãëó âûõîäà ëó÷à èç òî÷êè 𝐷. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü óãîë
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âûõîäà äèôðàãèðîâàííûõ ëó÷åé îò ëèíèè, íàïðàâëåííîé âåðòèêàëüíî âíèç èç òî÷êè èñ-
òî÷íèêà. Íà ðèñ. 30 èçîáðàæåí ëó÷ 𝐷𝐸 äèôðàãèðîâàííîé âîëíû, âûõîäßùèé ïîä óãëîì
𝜃 ≈ 143.
∙ Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû àìïëèòóäû âîëíîâîãî ïîëß âäîëü ëó÷à. Ðåçóëüòàòîì ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèß âîëíîãî ïîëß ßâëßëåòñß òðåõìåðíàß ìàòðèöà, ðàçìåðîì (𝑛𝑥, 𝑛𝑧, 𝑛𝑡), ãäå
𝑛𝑥, 𝑛𝑧  ïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðû ñåòêè ìîäåëèðîâàíèß, 𝑛𝑡  êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ
âðåìåíè, äëß êîòîðûõ ðàñ÷èòûâàþòñß àìïëèòóäû âîëíîâîãî ïîëß. Çàôèêñèðîâàâ ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡, ïîëó÷àåì ìàòðèöó 𝑊 , ðàçìåðîì (𝑛𝑥, 𝑛𝑧). Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàß òî÷êà ëó÷à
èìååò ñâîè ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû (𝑥𝑙, 𝑧𝑙). Ýëåìåíò ìàòðèöû𝑊 (𝑥𝑙, 𝑧𝑙) ñîòâåòñòâóåò
âåëè÷èíå àìïëèòóäû ïîëß íà ëó÷å â òî÷êå (𝑥𝑙, 𝑧𝑙). Ðåçóëüòàò ïîèñêà àìïèòóäû äëß êàæäîé
òî÷êè ëó÷à 𝐷𝐸 (ðèñ. 30) ïî ìàòðèöå 𝑊 òàêèì ñïîñîáîì, ïðåäñòâëåí íà ðèñ. 31.
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Ðèñ. 31. Ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû âäîëü ëó÷à 𝐷𝐸, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 30.
∙ Îïðåäåëåíèå ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû ñèãíàëà. Ïðèìåíßëîñü ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà,
ìîäóëü êîòîðîãî ïîâçâîëßåò îïðåäåëèòü îãèáàþùóþ ñèãíàëà. Çà âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîé
àìïëèòóäû ñèãíàëà ïðèíèìàëàñü ìàêñèìàëüíàß âåëè÷èíà àìïëèòóäû îãèáàþùåé ñèãíàëà.
∙ Ïîâòîðèòü ïåðå÷èñëåííûå ïóíêòû äëß âñåõ óãëîâ âûõîäà 𝜃 ∈ (0∘; 360∘).
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ëó÷ õàðàêòåðèçóåòñß äâóìß ïàðàìåòðàìè: óãëîì âûõîäà 𝜃 è ìàê-
ñèìàëüíûì çíà÷åíèåì àìïëèòóäû. Ïðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê ïîëó÷åííîìó ðåçóëüòàòó, îáñóäèì
îñîáåííîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû.
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Ðèñ. 32. Òî÷êè 𝐷𝑅, 𝐷𝑇𝑇 , 𝐷𝐼 è 𝐷𝑅𝑇 îáîçíà÷àþò òî÷êè êàñàíèß ôðîíòà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû
ñ ôðîíòàìè îòðàæåííîé, ïðåëîìëåííîé ïðåëîìëåííîé, ïàäàþùåé è ïðåëîìëåííîé îòðàæåííîé
âîëí, ñîîòâåòñòâåííî.
Âåëè÷èíà àìïëèòóäû äèôðàãèðîâàííîé âîëíû îïðåäåëßåòñß èç âåëè÷èíû ãåîìåòðîîïòè÷å-
ñêîãî âîëíîâãî ïîëß. Â ñâßçè ñ ýòèì, àìïëèòóäà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ðàçëè÷íà âäîëü ñâîåãî
ôðîíòà, òàê êàê åå ôðîíò êàñàåòñß ÷åòûðåõ ôðîíòîâ ðàçëè÷íûõ âîëí, âåëè÷èíà àìïëèòóäû êî-
òîðûõ ðàçëè÷íà. Äëß èëëþñòðàöèè ýòîãî óòâåðæäåíèß âûäåëèì íåñêîëüêî îáëàñòåé (ðèñ. 33).
Âíóòðè ñåêòîðà, îáðàçîâàííîãî ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêîì ãðàíèöû, îòðåçêîì 𝐷𝐷1 è ñîîòâåò-
ñòóþùåé äóãîé, ñóùåñòâóåò ôðîíòû òîëüêî äèôðàãèðîâàííûõ âîëí (äèôðàãèðîâàííàß âîëíà,
ðàñïðîñòðàíßþùàßñß â ïåðâîé ñðåäå, è ãîëîâíàß äèôðàãèðîâàííàß âîëíà). Âíóòðè ñåêòî-
ðà 𝐷1𝐷𝐷𝑅 ïðîßâëßåòñß ñóïåðïîçèöèß äèôðàãèðîâàííîé è îòðàæåííîé âîëí. Âíóòðè ñåêòîðà
𝐷3𝐷𝐷2 âîëíîâàß êàðòèíà î÷åíü íàñûùåííàß, òàê êàê òàì ïðîßâëßåòñß ñóïåðïîçèöèß äèôðà-
ãèðîâàííîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíßþùåéñß â ïåðâîé ñðåäå, ãîëîâíîé äèôðàãèðîâàííîé âîëíû,
ïàäàþùåé âîëíû è ïðåëîìëåííîé ïðåëîìëåííîé âîëíû. Âíóòðè ñåêòîðà, îáðàçîâàííîãî âåðòè-
êàëüíûì îòðåçêîì ãðàíèöû, îòðåçêîì 𝐷𝐷1 è ñîîòâåòñòóþùåé äóãîé, íàáëþäàåòñß íàëîæåíèå
äèôðàãèðîâàííîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíßþùåéñß âî âòîðîé ñðåäå, è ïðåëîìåííîé îòðàæåííîé
âîëíû. È ïîñëåäíèé ñåêòîð, îáðàçîâàííûé îòðåçêîì 𝐷𝐷𝑅𝑇 , ãîðèçîíòàëüíûì îòðåçêîì ãðàíèöû
è ñîîòâåòñòóþùåé äóãîé, ñîäåðæèò òîëüêî äèôðàãèðîâàííóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíßþùóþñß âî
âòîðîé ñðåäå.
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Ðèñ. 33. Ñîâìåùåíèå êàðòèíû âîëíîâîãî ôðîíòà ðèñ. 32 è ðåçóëüòàòà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî-
âàíèß. Äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèß â âèäå îòðåçêîâ 𝐷𝐷1, 𝐷𝐷2 è 𝐷𝐷3 âûäåëßþò îñîáåííûå
îáëàñòè (îïèñàíèå â òåêòñå).
Êðîìå òîãî, ñàì õàðàêòåð ïîëß äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ðàçëè÷åí âäîëü åå âîëíîâãî ôðîíòà.
Îáúßñíèòü â ÷åì ïðîßâëßåòñß ýòî ðàçëè÷èå è ñ ÷åì îíî ñâßçàíî ìîæíî ïðè ïîìîùè ëó÷åâîãî
ìåòîäà. Ïðè ñìûêàíèè ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ ïîëåé ñ äèôðàãèðîâàííîé âîëíîé íåèçáåæíî âîç-
íèêàåò ïåðåõîäíàß îáëàñòü. Åå íàëè÷èå îáóñëîâëåííî òåì, ÷òî âäîëü ãðàíèöû ñâåò-òåíü ñìûêà-
þòñß äâà ðàçëè÷íûõ ïî ñâîåé ëó÷åâîé ñòðóêòóðå ïîëß. Íà ãðàíèöàõ ñâåò-òåíü ó íèõ ñîâïàäàþò
íàïðàâëåíèß ëó÷åé, íî ðàçëè÷àþòñß ðàäèóñû êðèâèçíû ôðîíòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðèáëè-
æåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè äîëæåí îáðàçîâûâàòüñß ðàçðûâ àìïëèòóä ãåîìåòðîîïòè÷åñêîé è
äèôðàãèðîâàííîé âîëí. Íà ñàìîì äåëå, åãî, êîíå÷íî, íåò, òàê êàê ßâëåíèå ýôôåêòèâíîé äèôôó-
çèè àìïëèòóä äèôðàãèðîâàííîé âîëíû óñòðàíßåò ýòîò ðàçðûâ. Èíûìè ñëîâàìè, â îêðåñòíîñòè
ãðàíèöû ñâåò-òåíü ýôôåêòû äèôôóçèè àìïëèòóä óæå íåëüçß ñ÷èòàòü ìàëûìè ïîïðàâêàìè ê
ãåîìåòðîîïòè÷åñêîìó ðåøåíèþ.
Íà ðèñ. 32 îòðåçîê 𝐷𝐷𝑅 îïðåäåëßåò ãðàíèöó ñâåò-òåíü äëß îòðàæåííîé âîëíû. Îñâåùåííîé
çîíîé ñ÷èòàòåòñß çîíà, ðàñïîëîæåííàß ñëåâà îò îòðåçêà 𝐷𝐷𝑅, òàê êàê â ýòîé çîíå êðîìå äè-
ôðàãèðîâàííîé ïðèñóòñòâóåò îòðàæåííàß âîëíà. Ñïðàâà îò îòðåçêà 𝐷𝐷𝑅 ðàñïîëàãàåòñß çîíà,
â êîòîðîé íåò îòðàæåííîé âîëíû, ïîýòîìó òàêóþ çîíó íàçûâàþò çîíîé òåíè äëß îòðàæåííîé
âîëíû. Ëó÷ îòðàæåííîé âîëíû, ñîâïàäàþùèé ñ ëó÷îì äèôðàãèðîâàííîé âîëíû, èñõîäßùèì èç
òî÷êè 𝐷 â íàïðàâëåíèè òî÷êè 𝐷𝑅, ßâëßåòñß ïîñëåäíèì (èëè êàê åãî åùå íàçûâàþò êðàéíèì)
ëó÷îì îòðàæåííîé âîëíû. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèß ìîæíî ïðîâåñòè è ñ îòðåçêàìè 𝐷𝐷𝑇𝑇 ,
𝐷𝐷𝐼 è 𝐷𝐷𝑅𝑇 , îïðåäåëßþùèìè ãðàíèöû ñâåò-òåíü äëß ïðåëîìëåííîé ïðåëîìëåííîé, ïàäàþùåé
è ïðåëîìëåííîé îòðàæåííîé âîëí.
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Íà ðèñ. 34 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû âîëíîâîãî ïîëß îò óãëà 𝜃 â ìî-
ìåíò âðåìåíè 𝑡 = 0.26 ñ. Â ñâßçè ñ òåì, ÷òî ôðîíò äèôðàãèðîâàííîé âîëíû êàñàåòñß ôðîíòà
ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ ïîëåé, òî íà ãðàôèêå òàêæå ïðèñóòñòâóþò âêëàäû îò ýòèõ ïîëåé. Ìåæäó
íà÷àëîì êîîðäèíàò ãðàôèêà è âåðòèêàëüíîé ïðßìîé 𝐷𝐷1 ïðåäñòàâëåíà àìïëèòóäà äèôðàãè-
ðîâàííîé âîëíû, ðàñïðîñòðàíßþùåéñß â ïåðâîé ñðåäå, è ãîëîâíîé äèôðàãèðîâàííîé âîëíû.
Ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, îáîçíà÷åííûé öèôðîé 1, ñîîòâåòñòâóåò êàñàíèþ âîëíîâûõ ôðîíòîâ ýòèõ
òèïîâ äèôðàãèðîâàííûõ âîëí. Âåëè÷èíà àìïëèòóäû â îáëàñòè ìåæäó ïðßìûìè 𝐷𝐷1 è 𝐷𝐷𝑅,
ßâëßåòñß â êàêîì-òî òî ñìûñëå ñìåøàííîé, òàê êàê çäåñü â ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû ïî ëó÷ó
âíîñèò âêëàä òàêæå è îòðàæåííàß âîëíà. Ýòèì îáúßñíßþòñß è äâà ðåçêèõ ëîêàëüíûõ ìàêñè-
ìóìà 2 è 3. Íà ó÷àñòêå ìåæäó ïðßìûìè 𝐷𝐷𝑅 è 𝐷𝐷2 ïðèñóòñòâóåò òîëüêî äèôðàãèðîâàííàß
âîëíà, ðàñïðîñòðàíßþùàßñß â ïåðâîé ñðåäå.
Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû äëß ñëó÷àß ïàäåíèß öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû íà ïðî-
çðà÷íûé àêóñòè÷åñêèé óãîë íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêàìè àìïëèòóäíûõ êðè-
âûõ, ðàñ÷èòàííûõ àíàëèòè÷åñêè äëß ñëó÷àß ïàäåíèß ïëîñêîé âîëíû íà óïðóãèé óãîë è îïóáëè-
êîâàííûõ â ðàáîòàõ [27], [28], [29]. Êàê è îæèäàëîñü, ìàêñìèìóìû àìïëèòóä ñâßçàíû ñ òî÷êàì
êàñàíèß ôðîíòîâ äèôðàãèðîâàííîé âîëíû è ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ âîëí, òàê êàê â îêðåñòíî-
ñòè ýòèõ òî÷åê ïðîèñõîäèò ïîïåðå÷íàß äèôôóçèß àìïëèòóäû. Ïîëó÷èòü òàêóþ çàâèñèìîñòü
àìïëèòóäû äèôðàãèðîâàííîé âîëíû îò óãëà ïàäåíèß îòäåëüíî îò äðóãèõ òèïîâ âîëí ïîêà íå
ïðåäñòàâëßåòñß âîçìîæíûì, òàê êàê äèíàìè÷åñêàß òåîðèß äèôðàêöèè äëß ñôåðè÷åñêèõ âîëí
åùå íå äîñòàòî÷íî ðàçâèòà.
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Применение дифрагированных волн для
построения тонкослоистых сред при
наличии разломов
Áîëüøèíñòâî ìåòîäîâ îáðàáîòêè ñåéñìè÷åñêèõ äàííûõ îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè îòðà-
æåííûõ âîëí, èñïîëüçîâàíèå êîòîðûõ, ïîçâîëßåò îöåíèòü ñêîðîñòíóþ ìîäåëü è îïðåäåëèòü ãåî-
ìåòðèþ îòðàæàþùèõ ãîðèçîíòîâ [32]. Íàïðèìåð, äëß ïîñòðîåíèß ñóììèðîâàííîãî ñåéñìè÷å-
ñêîãî ðàçðåçà ââîäßòñß êèíåìàòè÷åñêèå ïîïðàâêè çà íîðìàëüíîå âðåìß ïðîáåãà îòðàæåííîé
âîëíû. Òàêàß ïðîöåäóðà ïîçâîëßåò óâåëè÷èòü îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì, ãäå ñèãíàëîì ñ÷èòàåòñß
âêëàä îòðàæåííîé âîëíû â çàðåãèñòðèðîâàííîå ñåéñìè÷åñêîå ïîëå, à øóìîì ñ÷èòàþòñß âêëà-
äû âñåõ îñòàëüíûõ çàðåãèñòðèðîâàííûõ âîëí, â òîì ÷èñëå è äèôðàãèðîâàííûõ. Èçâåñòíî [33],
÷òî êèíåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôðàãèðîâàííûõ âîëí ñèëüíî îòëè÷àþòñß îò êèíåìàòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ îòðàæåííûõ âîëí  ðàçëè÷àþòñß ôîðìû èõ ãîäîãðàôîâ. Â ñâßçè ñ ýòèì, ïðè ââåäåíèè
êèíåìàòè÷åñêèõ ïîïðàâîê äèôðàãèðîâàííûå âîíû ìîãóò áûòü îòôèëüòðîâàíû.
Àâòîðû ñòàòüè [34] óòâåðæäàþò, ÷òî êëàññè÷åñêîå äèôðàêöèîííîå ñóììèðîâàíèå (áåç ââåäå-
íèß âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ), îñóùåñòâëßåìîå â ïðîöåññå âðåìåííîé èëè ãëóáèííîé ìèãðàöèè,
äèñêðèìèíèðóåò âêëàä äèôðàãèðîâàííîé âîëíû. Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæåò çâó÷àòü íåìíîãî
çàïóòàííûì èç-çà èñïîëüçóåìîé òåðìèíîëîãèè. Äëß ïîßñíåíèß òåðìèíà äèôðàêöèîííîå ñóììè-
ðîâàíèå îáðàòèìñß ê ïðèíöèïó Ãþéãåíñà: ôðîíò íîâîé âîëíû îïðåäåëßåòñß êàê îãèáàþùàß
âîëí, ðàñïðîñòðàíßþùèõñß îò âèðòóàëüíûõ òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Âîëíû îò òàêèõ èñòî÷íèêîâ
ìîãóò èíòåðôåðèðîâàòü êàê êîíñòðóêòèâíî, òàê è äåñòðóêòèâíî. Ðåçóëüòàòîì êîíñòðóêòèâíîé
èíòåðôåðåíöèè êàê ðàç è ßâëßåòñß ôðîíò íîâîé âîëíû. Ïðèíöèï Ãþéãåíñà ñïðàâåäëèâ è äëß
îòðàæåííîé âîëíû, ßâëßþùåéñß îãèáàþùåé ýëåìåíòàðíûõ äèôðàãèðîâàííûõ âîëí, è äëß ðå-
àëüíîé äèôðàãèðîâàííîé âîëíû.
Ïîä ýëåìåíòàðíûìè äèôðàãèðîâàííûìè âîëíàìè ïîäðàçóìåâàåòñß ìàòåìàòè÷åñêàß èäåàëè-
çàöèß. Ïðè ýòîì ñàìè îíè (ýëåìåíòàðíûå äèôðàãèðîâàííûå âîëíû) íàáëþäàòüñß íå ìîãóò, çà òî
ìîãóò íàáëþäàòüñß èõ ñóïåðïîçèöèß  âîëíîâîå ïîëå, îòðàæåííîå îò ãëàäêîãî ïðîòßæåííîãî
îáúåêòà. Ïîä ðåàëüíîé äèôðàãèðîâàííîé âîëíîé ïîäðàçóìåâàåòñß âîëíîâîå ïîëå, îáðàçîâàâøå-
åñß â ðåçóëüòàòå ðàññåßíèß ïàäàþùåãî âîëíîâîãî ïîëß íà ìàëûõ îáúåêòàõ èëè íà ðàçðûâàõ
ñåéñìè÷åñêèõ ãðàíèö. Òàêèå äèôðàãèðîâàííûå âîëíû âîçìîæíî íàáëþäàòü íà ñåéñìè÷åñêîé
çàïèñè.
Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé â ðàáîòå [35] êëàññèôèêàöèè, äèôðàãèðóþùèå îáúåêòû ìîãóò áûòü
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ðàçäåëåíû íà òðè òèïà: äèôðàãèðóþùèå ðåáðà, øåðîõîâàòûå ãðàíèöû è ëîêàëüíûå äèôðàãèðó-
þùèå òåëà. Ïðèìåðîì ãåîëîãè÷åñêèõ îáðàçîâàíèé, ñîäåðæàùèõ äèôðàãèðóþùèå ðåáðà, ìîãóò
ñëóæèòü ðàçðûâíûå íàðóøåíèß, âûêëèíèâàþùèåñß ñëîè, èíòðóçèè è ñîëßíûå êóïîëà. Ê øåðî-
õîâàòûì îòíîñßòñß ãðàíèöû ðàçäåëà ñîäåðæàùèå âûñòóïû è âïàäèíû, à òàêæå ãðàíèöû ãåîìåò-
ðè÷åñêè ãëàäêèå, íî ñ èçìåíßþùèìñß êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèß âäîëü íèõ. Øåðîõîâàòûìè
ìîãóò áûòü ãîôðèðîâàííûå ãðàíèöû â ñêëàä÷àòûõ ðàéîíàõ, à òàêæå ãðàíèöû ðèôîâ, ñîëßíûõ
è ðóäíûõ òåë. Ê ëîêàëüíûì äèôðàãèðóþùèì òåëàì ïðèíàäëåæàò íåáîëüøèå ïî ñðàâíåíèþ ñ
äëèíîé âîëíû îáúåêòû ïðèìåðíî èçîìåòðè÷åñêîé ôîðìû, îòëè÷íûå ïî ñâîåìó âåùåñòâåííîìó
ñîñòàâó îò âìåùàþùåé èõ ñðåäû. Ïðèìåðîì ãåîëîãè÷åñêèõ îáðàçîâàíèé, îòíîñßùèõñß ê ýòîìó
òèïó, ßâëßþòñß íåôòåãàçîâûå çàëåæè, êàðñòîâûå âîðîíêè, íåáîëüøèå ðóäíûå òåëà øòîêîîáðàç-
íîé, ãíåçäîîáðàçíîé è äðóãèõ ôîðì.
Îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîãî ìåñòîïîëîæåíèß òàêèõ ãåîëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ßâëßåòñß âàæ-
íåéøåé çàäà÷åé ïðè èíòåðïðåòàöèè ñåéñìè÷åñêèõ äàííûõ. Âî âðåìß îáðàáîòêè ïîëåâûõ ìàòå-
ðèàëîâ ëîêàëüíûå ñòðóêòóðû è ëèòîëîãè÷åñêèå ýëåìåíòû ñðåäû, ðàçìåðû êîòîðûõ ñîèçìåðèìû
ñ äëèíîé âîëíû çîíäèðóþùåãî ñèãíàëà, â áîëüøèíñòâå ñó÷àåâ èãíîðèðóþòñß [32]. È òîëüêî â
ïðîöåññå èíòåðïðåòàöèè íà íèõ îáðàùàþò âíèìàíèå. Çà÷àñòóþ â ïðîöåññå èíòåðïðåòàöèè î÷åíü
ñëîæíî ñîîòíåñòè ñåéñìè÷åñêèå îòðàæàþùèå ãîðèçîíòû ñ ðàçëîìàìè, è êîãäà ðåçóëüòàò áó-
ðåíèß äîðîãîñòîßùåé ðàçâåäî÷íîé ñêâàæèíû ßâëßåòñß íåïðèßòíûì ñþðïðèçîì, ñóùåñòâóåþò
òåíäåíöèß ïîëàãàòü, ÷òî èíòåðïðåòàòîð äîïóñòèë îøèáêó [36]. Â ñâßçè ñ ýòèì ïðè îáðàáîòêå
äàííûõ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äèôðàãèðîâàííûå âîëíû, òàê êàê ñåéñìè÷åñêèé îòêëèê îò çîí
òðåùèíîâàòîñòè, ðåçêèõ êðàåâ ðàçëîìà è äðóãèõ äèôðàãèðóþùèõ îáúåêòàõ ñîäåðæèòñß èìåííî
â äèôðàãèðîâàííîé ñîñòàâëßþùåé âîëíîâîãî ïîëß.
Âëèßíèå äèôðàãèðîâàííûõ âîëí íà ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü ñåéñìè÷åñêèãî ìåòîäà ñòà-
ëî ïîíßòíî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî [37], [38]. Ïåðâîå èñïîëüçîâàíèß äèôðàãèðîâàííûõ âîëí äëß
îáíàðóæåíèß è ëîêàëèçàöèè ðàçëîìîâ ìîæíî îòíåñòè ê ðàáîòàì Òàòüßíû Èâàíîâíû Îáëîãè-
íîé è Êàìèëà Äàâûäîâè÷à Êëåì-Ìóñàòîâà. Ðàáîòû Ò.È. Îáëîãèíîé [35], [39], [40], [41], [42]
ïîñâßùåíû èññëåäîâàíèþ êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåéñìè÷åñêèõ äèôðàãèðî-
âàííûõ âîëí. Â ýòèõ ðàáîòàõ åþ áûëè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà äèôðàãèðîâàííûõ
âîëí, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ïðîöåññå îáðàáîòêè äàííûõ. Ìàêñèìàëüíàß âåëè-
÷èíà àìïëèòóäû äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ïðèóðî÷åíà ê òî÷êå êàñàíèß ôðîíòîâ îòðàæåííîé
è äèôðàãèðîâàííîé âîëí, è â îáå ñòîðîíû îò ýòîé òî÷êè àìïëèòóäà áûñòðî çàòóõàåò. Òàêæå
â ýòîé òî÷êå êàñàíèß ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ôàçû äèôðàãèðîâàííîé âîëíû íà 180∘. Åùå îä-
íî ñâîéñòâî äèôðàãèðîâàííûõ âîëí çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî äèôðàãèðîâàííûå âîëíû èìåþò
áîëåå íèçêî÷àñòîòíûé ñïåêòð ïî ñðàâíåíèþ ñ îòðàæåííûìè âîëíàìè. Àâòîðû îòìå÷àþò [43],
÷òî ýôôåêò ïåðåâîðîòà ôàçû, ïîëó÷åííûé òåîðåòè÷åñêè è êîñâåííî ïîäòâåðæäåííûé òîëüêî â
ëàáîðàòîðíîì ýêñïåðèìåíòå, ßâëßåòñß î÷åíü òîíêèì ýôôåêòîì, â ñâßçè ñ ÷åì çàðàíåå òðóäíî
ïðåäîïðåäåëèòü, íàñêîëüêî ÷åòêî ìîæíî åãî âûßâèòü ïîñëå ñóììèðîâàíèß ïîëåâûõ ìàòåðèàëîâ
ïî àëãîðèòìó îáùåé ãëóáèííîé òî÷êè.
Îãðîìíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè äèôðàãèðîâàííûõ âîëí è èõ ïðèìåíåíèå â ñåéñìîðàç-
âåäêå äëß ðåøåíèß ïðßìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ áûë ñäåëàí Ê. Ä. Êëåì-Ìóñàòîâûì. Åãî ðàáîòû
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ïîñâßùåíû äèíàìè÷åñêîìó îïèñàíèþ êðàåâûõ è êîíöåâûõ âîëí â îêðåñòíîñòßõ ãðàíèö ãåî-
ìåòðè÷åñêîé òåíè (ïðèáëèæåíèå äèôðàêöèîííîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîß). Â ýòîì ïðèáëèæåíèè
àìïëèòóäà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû ïîëó÷àåòñß ïóòåì ïðîñòîãî óìíîæåíèß àìïëèòóäû èñõîä-
íîé âîëíû (ïàäàþùåé íà ãðàíèöó, îòðàæåííîé èëè ïðåëîìëåííîé) íà ñïåöèàëüíóþ ôóíêöèþ,
çàâèñßùóþ òîëüêî îò ôàçîâûõ ñäâèãîâ ìåæäó ôðîíòàìè ðàñïðîñòðàíßþùèõñß âîëí. Ðåçóëü-
òàòû ðàáîò Êëåì-Ìóñàòîâà îïóáëèêîâàíû â íàó÷íûõ æóðíàëàõ, îáîáùåíû â ìîíîãðàôèè [19],
êîòîðàß áûëà ïåðåâûïóùåíà íà àíãëèéñêîì ßçûêå [44].
Èññëåäîâàíèåì äèôðàãèðîâàííûõ âîëí òàêæå ïîñâßùåíû òðóäû ñîâåòñêîãî ãåîôèçèêà Ã.Ë. Êî-
âàëåâñêîãî [45]. Îí îòìåòèë è ïîäòâåðäèë ýêñïåðèìåíòàëüíî, ÷òî ñåéñìè÷åñêèå àíîìàëèè ìîãóò
áûòü ñâßçàííû íàëè÷èåì ìàëîàìïëèòóäíûõ ñáðîñîâ.
Ôèçè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ âîëíîâûõ ïîëåé äëß ñðåä, ñîäåðæàùèõ ðàññåèâàþùèå îáúåêòû
ïîñâßùåíà ðàáîòà [46]. Àâòîðû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè, ÷òî âîçìîæíî âûäåëßòü äèôðàãèðîâàí-
íûå âîëíû â ñåéñìè÷åñêèõ çàïèñßõ è èñïîëüçîâàòü äèôðàãèðîâàííûå âîëí äëß îáíàðóæåíèß
íåáîëüøèõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ, òàêèõ êàê ðàçëîìû, âûêëèíèâàíèß ïëàñòîâ è äðóãèå âèäû
ñòðóêòóðíûõ íåîäíîðîäíîñòåé.
Îáçîð ìåòîäîâ àëãîðèòìîâ ðàçäåëåíèß âîíîâûõ ïîëåé è âíåäðåíèß äèôðàãèðîâàííûõ âîëí
â ñòàíäàðíûé àëãîðèòì îáðàáîòêè äàííûõ ïðåäñòàâëåí â ñòàòüå [32].
Геологические предпосылки
Êàðòèðîâàíèå ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé è ðåçêèõ êðàåâ ðàçëîìîâ âàæíåå âñåãî ïðè
ïîñòðîåíèè ñåéñìè÷åñêèõ ðàçðåçîâ ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ. Èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ãåî-
ëîãè÷åñêîé ñðåäû â ðåçóëüòàòå ðàçðûâíûõ íàðóøåíèé ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ëîâóøåê óã-
ëåâîäîðîäîâ. Âûäåëßþò òðè îñíîâíûõ òèïà ëîâóøåê óãëåâîäîðîäîâ: ñòðóêòóðíûå, ñòðàòèãðà-
ôè÷åñêèå è ñìåøàííûå [47]. Íà ðèñ. 35 èçîáðàæåíà ñõåìà ñòðóêòóðíûõ ëîâóøåê, â êîòîðûõ
íåôòü è ãàç ñêàïëèâàþòñß ëèáî â ñâîäàõ áðàõèàíòèêëèíàëüíûõ ñêëàäîê â ïëàñòå-êîëëåêòîðå,
ïåðåêðûòîì íåïðîíèöàåìûì ïëàñòîì-ïîêðûøêîé (ðèñ. 35 à), ëèáî âáëèçè ðàçëîìà ñ âåðòè-
êàëüíûì ñìåùåíèåì ñëîåâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïëàñò-êîëëåêòîð ýêðàíèðóåòñß ïî ëàòåðàëè
ïëàñòîì-ïîêðûøêîé (ðèñ. 35 á).
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Ðèñ. 35. Ñòðóêòóðíûå ëîâóøêè óãëåâîäîðîäîâ [47].
Ñîãëàñíî ãåîëîãè÷åñêîìó ñëîâàðþ [48], ðàçëîìîì íàçûâàåòñß íàðóøåíèå ñïëîøíîñòè ãîðíûõ
ïîðîä, êîòîðîå ìîæåò ïðîèñõîäèòü êàê áåç ñìåùåíèß, òàê è ñî ñìåùåíèåì ïîðîä ïî ïîâåðõíî-
ñòè ðàçðûâà. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñß ðàçëîìû, îñíîâíîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèß â êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, òî åñòü ðàçëîì ñî ñìåùåíèåì ïî ïàäåíèþ.
Â ðîëè ïëàñòà-êîëëåêòîðà ìîãóò âûñòóïàòü ïîðèñòûå ïåñ÷àíèêè èëè òðåùèíîâàòûå èçâåñò-
íßêè. ×òî êàñàåòñß ïëàñòîâ-ïîêðûøåê, èëè ôëþèäîóïîðîâ, òî çäåñü íåîáõîäèìû îòíîñèòåëüíî
íåïðîíèöàåìûå ãîðíûå ïîðîäû, òàêèå êàê ãëèíû èëè ñîëè [47]. Â ñâßçè ñ ýòèì ìåñòà ñêîïëå-
íèß óãëåâîäîðîäîâ êàê ïðàâèëî ïðèóðî÷åíû ê îñàäî÷íûì ãîðíûì ïîðîäàì. Îñàäî÷íûå òîëùè
îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñëîèñòîñòè, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñß ÷åðåäîâàíèåì ñëî¼â, îáëàäàþùèìè
ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè: êðóïíîñòü çåðåí, òåêñòóðà âíóòðè ñëî¼â è ò. ä. [48]. Ñâîéñòâî ñëîèñòî-
ñòè ñàìîé ãîðíîé ïîðîäû âíóòðè êàæäîãî îòäåëüíîãî ñëîß íàçûâàþò ñëîé÷àòîñòüþ. Ñëîèñòîñòü
êëàññèôèöèðóþò ïî ìîùíîñòè ñëî¼â, ïî õàðàêòåðó êîíòàêòîâ ìåæäó íèìè, ïî ñîîòíîøåíèþ ñëî-
¼â è òèïó èõ ñî÷åòàíèé [49]. ×åðåäóþùèåñß ñëîè ðàçëè÷íîãî ñîñòàâà èëè õàðàêòåðèçóþùèåñß
ðàçëè÷íûìè ôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü ìíîãîñëîéíîé ñðåäû.
Ïðè àíàëèçå ïîëß óïðóãèõ ñìåùåíèé, ðàñïðîñòðàíßþùåãîñß â òàêîé ìíîãîñëîéíîé ñðåäå,
ðàçëè÷àþò òîëñòûå è òîíêèå ñëîè [6]. Ñëîé íàçûâàåòñß òîëñòûì, åñëè åãî ìîùíîñòü ïðåâûøàåò
äëèíó âîëíû çîíäèðóþùåãî ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà. Òîíêèì ñëîåì íàçûâàþò ñëîé, ìîùíîñòü
êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò äëèíû âîëíû. Äëèíà âîëíû îïðåäåëßåòñß îòíîøåíèåì ñêîðîñòè â ñðåäå
𝑉 ê ÷àñòîòå çîíäèðóþùåãî ñèãíàëà 𝑓 : 𝜆 = 𝑉
𝑓
. Ïîýòîìó, ñòàíîâèòñß î÷åâèäíûì, ÷òî ïîíßòèå òîí-
êîãî è òîëñòîãî ñëîß ßâëßåòñß îòíîñèòåëüíûì: îäèí è òîò æå ñëîé â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ
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𝑉 è 𝑓 , ò.å. äëèíû âîíû, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñß òî êàê òîíêèé, òî êàê òîëñòûé [13].
Èçâåñòíî [7], ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ïîëåé óïðóãèõ âîëí â ìíîãîñëîéíûõ ñðåäàõ ñêîðîñòü
ñåéñìè÷åñêîé âîëíû ñòàíîâèòñß çàâèñèìîé îò íàïðàâëåíèß ðàñïðîñòðàíåíèß. À åñëè ôèçè÷å-
ñêèå ïàðàìåòðû ñðåäû çàâèñßò îò íàïðàâëåíèß ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíû, òî òàêàß ñðåäà ßâëßåò-
ñß àíèçîòðîïíîé. Ìíîãîñëîéíûå ñðåäû ìîæíî îòíåñòè ê òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûì óïðóãèì
ñðåäàì, â êîòîðûõ ïðè ïîâîðîòå íà ëþáîé óãîë âîêðóã îñè ñèììåòðèè ñðåäà ñîâìåùàåòñß ñà-
ìà ñ ñîáîé [50]. Â ñâßçè ñ ÷åì òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûå ñðåäû íàçûâàþò ñðåäàìè ñî ñëàáîé
àíèçîòðîïèåé [51].
Ïðè ïàäåíèè âîëíû íà ïà÷êó òîëñòûõ ñëîåâ, êîãäà ðàññòîßíèå ìåæäó ãðàíèöàìè âíóòðè
êàæäîãî ñëîß ìíîãî áîëüøå äëèíû âîëíû (èëè, åñëè âðåìß ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíû ìåæäó ãðà-
íèöàìè ìíîãî áîëüøå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñèãíàëà), òî äëß àíàëèçà ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíîâîãî
ïîëß ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëó÷åâîé ìåòîä [6]. Ïîëå â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñëàãàòüñß èç âîëí, îòðà-
æåííûõ è ïðåëîìëåííûõ íà âñåõ ãðàíèöàõ. Âñå ýòè âîëíû áóäóò ðàçäåëåíû âî âðåìåíè, òàê ÷òî
ñåéñìîãðàììà áóäåò ïðåäñòàâëßòü ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòäåëüíûõ ñèãíàëîâ (èìïóëüñîâ).
Èíàß êàðòèíà áóäåò, â ñëó÷àå ïàäåíèß âîëíû íà ïà÷êó òîíêèõ ñëîåâ, ò.å. êîãäà âðåìß ðàñ-
ïðîñòðàíåíèß âîëíû ìåæäó ãðàíèöàìè âíóòðè îäíîãî ñëîß ïîðßäêà èëè ìåíüøå ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè ñèãíàëà [6]. Âîëíû, îòðàæåííûå îò ãðàíèö ñëîåâ, áóäóò èíòåðôåðèðîâàòü, îáðàçóß
åäèíóþ èíòåðôåðåíöèîííóþ âîëíó, ñîäåðæàùóþ áîëüøîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ âîëí. Õàðàê-
òåð èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû áóäåò â ýòîì ñëó÷àå çàâèñåòü îò äëèíû âîëíû. Êîýôôèöèåíò
îòðàæåíèß îò ïà÷êè òîíêèõ ñëîåâ ñòàíîâèòñß ÷àñòîòíî çàâèñèìûì. Äëß àíàëèçà ïîëß â ñðå-
äàõ, ñîäåðæàùèõ òîíêèå ñëîè, ëó÷åâîé ìåòîä íåïðèãîäåí. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñß äðóãèå
ìåòîäû, íàïðèìåð, âåéâëåò àíàëèç [52].
Îáúåäèíßß âñå âûøåïåðå÷èñëåííîå, ñòàíîâèòñß ßñíî, ÷òî ñî÷åòàíèå ðàçëîìîâ è òîíêîñëî-
èñòûõ ñðåä çàòðóäíßåò ïîñòðîåíèå ñåéñìè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé. Òðàäèöèîííûå ñåéñìè÷åñêèå
ìåòîäû îáðàáîòêè íå ïîçâîëßþò ïîëó÷èòü íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ î ðåçêèõ êðàßõ ðàçëîìà.
Â äàííîé ðàáîòå äëß ïîñòðîåíèß ñåéñìè÷åñêîãî ðàçðåçà ïðåäëàãàåòñß èñïîëüçîâàòü äèôðàãè-
ðîâàííûå âîëíû, êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ ïîçâîëßþò ëîêàëèçîâàòü
ìåñòîïîëîæåíèå ðåçêèõ êðàåâ ðàçëîìà, à òàêæå îïðåäåëèòü ìîùíîñòè ñëîåâ.
Моделирование данных
Ìîäåëèðîâàíèå âîëíîâîãî ïîëß, óäîâëåòâîðßþùåãî óðàâíåíèþ (48), îñóùåñòâëßëîñü ïî-
ñðåäñòâîì ïñåâäîñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà Ôóðüå [30], [31].
Скоростная модель среды
Ïðè ìîäåëèðîâàíèè äàííûõ èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü ñðåäû (ðèñ. 36), êîòîðàß ñîñòîèò
èç òðåõ ñëîåâ, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó äâóìß ïîëóïðîñòðàíñòâàìè. Ñëîè ñìåùåíû îòíîñèòåëüíî
äðóã äðóãà âäîëü ðàçëîìà, óãîë íàêîëíà êîòîðîãî ñîñòàâëßåò 27∘ (ðèñ. 37).
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Ðèñ. 37. Óâåëè÷èíûé ôðàãìåíò ñêîðîñòíîé ìîäåëè ñðåäû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 36
Â êà÷åñòâå ôóíêöèè èñòî÷íèêà èñïîëüçîâàëñß èìïóëüñ Ðèêåðà. Öåíòðàëüíàß ÷àñòîòà èì-
ïóëüñà  15 Ãö. Ìàêñèìàëüíàß ÷àñòîòà èìïóëüñà  30 Ãö. Äëèíà âîëíû çîíäèðóþùåãî ñèãíàëà
â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå 𝜆 = 1500
15
= 100 ì, â ïåðâîì ñëîå  𝜆 = 2000
15
≈ 133 ì, âî òîðîì ñëîå
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 𝜆 = 2200
15
≈ 147 ì, â òðåòüåì ñëîå  𝜆 = 2400
15
= 160 ì, è â íèæíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå 
𝜆 = 2500
15
≈ 167 ì. Èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè ïî âðåìåíè ïðè ìîäåëèîâàíèè ñîñòàâëßë 2 ìñ.
Схема наблюдений
Ðàçëè÷àþò íàçåìíóþ, ìîðñêóþ è ñêâàæèííóþ ñåéñìîðàçâåäêó. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäå-
íà íåêîòîðàß èìèòàöèß ìîðñêîé ñåéñìîðàçâåäêè. Ïîýòîìó ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ñêàçàòü íåñêîëü-
êî ñëîâ îá îñîáåííîñòßõ ìîðñêèõ ñåéñìîðàçâåäî÷íûõ ðàáîò. Â òàêèõ ðàáîòàõ â êà÷åñòâå èñòî÷íè-
êà êîëåáàíèé èñïîëüçóþò ïíåâìàòè÷åñêèå èñòî÷íèêè (âîçäóøíàß ïóøêà) èëè ýëåêòðîèñêðîâûå
èñòî÷íèêè (ñïàðêåð). Ðåãèñòðàöèß îòêëèêà ñðåäû îñóùåñòâëßåòñß ãèäðîôîíàìè, âìîíòèðîâàí-
íûìè íà îïðåäåëåííîì ðàññòîßíèè äðóã îò äðóãà â ñåéñìè÷åñêóþ êîñó (ðèñ. 38) [47]. Êîñà
áóêñèðóåòñß çà ñóäíîì â ïðèòîïëåííîì ïîëîæåíèè.
Ïðè ïðîâåäåíèè ìîðñêèõ ñåéñìîðàçâåäî÷íûõ ðàáîò íà ñåéñìè÷åñêîé çàïèñè íåèçáåæíî ïî-
ßâëßþòñß âîëíû-ñïóòíèêè. Îíè îáðàçóþòñß â ðåçóëüòàòå ïåðåîòðàæåíèß ñèãíàëà îò ãðàíèöû
âîäà-âîçäóõ. Ïîäàâëåíèå âîëí ñïóòíèêîâ âîçìîæíî êàê íà ýòàïå ðåãèñòðàöèè äàííûõ (èñïîëüçî-
âàíèå ñïåöèàëüíûõ ñõåì íàáëþäåíèé), òàê è íà ýòàïå îáðàáîòêè, ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ àëãî-
ðèòìîâ, íàïðèìåð ïðè ïîìîùè àäàïòèâíîãî âû÷èòàíèß. Ïîñêîëüêó ïîäàâëåíèå âîëí-ñïóòíèêîâ
íå ßâëßåòñß öåëüþ äàííîé ðàáîò, òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàëîñü óñëîâèå ñâîáîäíîé ãðà-
íèöû, êîòîðîå ïîçâîëßåò ñûìèòèðîâàòü îòñóòñòâèå ãðàíèöû âîäà-âîçäóõ.
Ðèñ. 38. Ñõåìà ðåãèñòðàöèè äàííûõ ïðè ïðîâåäåíèè ìîðñêèõ ñåéñìîðàçâåäî÷íûõ ðàáîò [47].
Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàß ñõåìà íàáëþäåíèé: èñòî÷íèêè è ïðèåìíèêè
ðàñïîëàãàëèñü âäîëü îäíîé ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèè (ðèñ. 36), íà ãëóáèíå 𝑧 = 5 ì; êîîðäèíàòà
ïåðâîãî ïóíêòà ïðèåìà (0, 5), êîîðäèíàòà ïîñëåäíåãî ïóíêà ïðèåìà (8000, 5), âñåãî ïðèåìíèêîâ
801, ðàïîëîæåííûõ ñ øàãîì â 10 ì; ãîðèçîíòàëüíàß êîîðäèíàíà èñòî÷íèêà èçìåíßëàñü îò 2000
äî 6000 ì; ïóíêò âçðûâà êàæäûé ðàç ñäâèãàëñß íà 10 ì, ïðè ýòîì ðåãèñòðàöèß îñóùåñòâëßëàñü
âî âñåõ ïðèåìíèêàõ. Âçðûâû ìåæäó ñîáîé ñ÷ìèàëèñü íåçàâèñèìûìè. Íà ðèñ. 39 èçîáðàæåí
ãðàôèê êðàòíîñòè ïåðåêðûòèß ñåéñîãðàìì ïðè èñïîëüçîâàíèè îïèñàííîé ñõåìû íàáëþäåíèß.
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Ðèñ. 39. Êðàòíîñòü ïåðåêðûòèß ñåéñìîãðàìì, èñòî÷íèêè è ïðèåìíèêè ðàñïîëîæåíû íà îäíîé
ëèíèè, ïîýòîìó ãîðèçîíòàëüíàß êîîðäèíàòà îáùåé ãëóáèííîé òî÷êè âû÷èñëßåòñß ïî ôîðìóëå
𝑠𝑥+𝑟𝑥
2
, ãäå 𝑠𝑥 è 𝑟𝑥 ãîðèçîíòàëüíûå êîîðäèíàòû ìåñòîïîëîæåíèß èñòî÷íèêà è ïðèåìíèêà.
Â ñëó÷àå, êîãäà îòðàæàþùàß ãðàíèöà áóäåò íå ãîðèçîíòàëüíîé, à íàêëîííîé, òî ãëóáèííûå
òî÷êè äëß êàæäîé ïàðû èñòî÷íèê-ïðèåìíèê óæå íå ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì. Â ýòîì ñëó÷àå
ðàññìàòðèâàåòñß âìåñòî îäíîé òî÷êè îáùàß ãëóáèííàß ïëîùàäêà, â ïðåäåëàõ êîòîðîé ëåæàò
âñå âû÷èñëåííûå ãëóáèííûå òî÷êè äëß êàæäîé ïàðû èñòî÷íèê-ïðèåìíèê.
Результаты численного моделирования
Íà ðèñóíêàõ 40 è 41 ïåäñòàâëåíû ñèíòåòè÷åñêèå ñåéñìîãðàììû îáùåãî ïóíêòà âçðûâà
äâóõ èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ ñëåâà è ñïðàâà îò ðàçëîìà.
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Обработка данных
Ïåðâûé ýòàï îáðàáîòêè äàííûõ çàêëþ÷àëñß â ïðèñâîåíèè äîïîëíèòåëüíûõ çàãîëîâêîâ
êàæäîé òðàññå (âûíîñ è îáùàß ãëóáèííàß òî÷êà), à òàêæå â îáíóëåíèè ïðßìîé âîëíû. Íà ðèñ. 42
ïîêàçàí ðàçðåç íóëåâîãî âûíîñà. Îò÷åòëèâî âèäíû îòðàæåíûå âîëíû îò ïåðâîé, òðåòüåé è ÷åò-
âåðòîé ãðàíèö. Îòðàæåíèå îò âòîðîé ãðàíèöû ñêðûòî íà ôîíå îòðàæåíèß îò ïåðâîé ãðàíèöû.
Äèôðàãèðîâàííûå âîëíû íà ðàçðåçå îáùåãî âûíîñà ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ãèïåðáîëû.
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Ðèñ. 42. Ðàçðåç íóëåâîãî âûíîñà
Скоростной анализ
Íà âòîðîì ýòàïå ïîñðåäñòâîì ñêîðîñòíîãî àíàëèçà áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèß êèíåìàòè-
÷åñêèõ ïîïðàâîê  𝑡ОГТ è ñêîðîñòü 𝑉ОГТ. Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå äëß îáîçíà÷åíèß ñêîðîñòè
𝑉ОГТ èñïîëüçóåòñß îáîçíà÷åíèå 𝑉𝑁𝑀𝑂, à òàêæå òåðìèí ñòåêîâàß ñêîðîñòü 𝑉𝑠𝑡𝑎𝑐𝑘. Â ðßäå ïóá-
ëèêàöèé âñòðå÷àåòñß èñïîëüçîâàíèå ñêîðîñòè 𝑉ОГТ, êàê ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè 𝑉𝑅𝑀𝑆,
êîòîðàß îïðåäåëßåòñß â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé Äèêñà:
𝑉𝑅𝑀𝑆 =
√︃
𝑉 21 𝜏1 + 𝑉
2
2 𝜏2 + · · ·+ 𝑉 2𝑛 𝜏𝑛
𝜏1 + 𝜏2 + · · ·+ 𝜏𝑛 , (55)
ãäå 𝜏1, 𝜏2 · · ·  âðåìåíà ïðîáåãà âîëíû â îäíó ñòîðîíó äëß êàæäîãî ñëîß, 𝑉1, 𝑉2 · · ·  èñòèíûå
ñêîðîñòè â êàæäîì ñëîå.
Ñëåäóåò îòìåòèòü [53], ÷òî äëß ñëó÷àß ãîðèçîíòàëüíî ñëîèñòîé ñðåäû ñ îäíîðîäíûìè ñëîßìè,
ðàâåíñòâî ñêîðîñòè 𝑉ОГТ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòè 𝑉𝑅𝑀𝑆 ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëß îïðåäå-
60
ëåííûõ çíà÷åíèé âûíîñà 𝐿, òàêèõ ÷òî
𝐿
𝐻
< 0.8−−− 1.0 (56)
ãäå 𝐻  ãëóáèíà äî ïåðâîé îòðàæàþùåé ãðàíèöû. Â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå òàêîå îãðàíè÷åíèå
íàçûâàåòñß small-spread approximation [54]. Ïîýòîìó ïðè ââåäåíèè êèíåìàòè÷åñêèõ ïîïðàâîê
èñïîëüçîâàëèñü íå âñå çíà÷åíèß âûíîñîâ, à òîëüêî âûíîñû, óäîâëåòâîðßþùèå ñîîòíîøåíèþ
(56).
Ïîñëå îïðåäåëåíèß ïàð 𝑡ОГТ è 𝑉ОГТ áûëà âûïîëíåíà îïåðàöèß ñóììèðîâàíèß äàííûõ ïî
ìåòîäó îáùåé ãëóáèííîé òî÷êè (ðèñ. 43 à) [13].
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Ðèñ. 43. Äàíûå ïîëñå ñóììèðîâàíèß: à) ñåéñìîãðàììà è á) åå f-k ñïåêòð
Разделение волновых полей
Âûäåëåíèå äèôðàãèðîâàííîé ñîñòàâëßþùåé âîëíîâîãî ïîëß îñóùåñòâëßëîñü ïîñðåä-
ñòâîì f-k ôèëüòðàöèè. Ñåëåêöèþ êîëåáàíèé â äâóìåðíîé ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè íàçûâàþò f-k
ôèëüòðàöèåé â ñîîòâåòñòâèè ñ îáû÷íûìè îáîçíà÷åíèßìè âðåìåííîé 𝑓 è ïðîñòðàíñòâåííîé 𝑘
÷àñòîò [13]. Ñíà÷àëà ñåéñìè÷åñêèé ðàçðåç, êîòîðûé ïðåäñòàâëßåò ñîáîé äàííûå â ïðîñòðàíñòâå
(𝑥, 𝑡), ãäå 𝑥  ýòî ïðîñòðàíñòâåííàß êîîðäèíàòà, à 𝑡  ýòî âðåìß, òðàíñôîðìèðóþò â ñïåêòðàëü-
íóþ îáëàñòü  ïðîñòðàíñòâî (𝑘, 𝑓), ãäå 𝑘  âîëíîâîå ÷èñëî, èëè ïðîñòðàíñòâåííàß ÷àñòîòà, à
𝑓  âðåìåííàß ÷àñòîòà.
Çàòåì äàííûå â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ðàçäåëßþòñß íà íåñêîëüêî îáëàñòåé (ðèñ. 43 á). Íà
ðàçðåçàõ îáùåãî âûíîñà èëè íà ðàçðåçå ïîñëå ñóììèðîâàíèß îòðàæåííûå âîëíû èìåþò ôîðìó
ïðßìûõ ëèíèé, à äèôðàãèðîâàííûå  ãèïåðáîë. Ïîýòîìó ïðè ïåðåõîäå â ñïåêòðàëüíóþ îáëàñòü
 ïðîñòðàíñòâî (𝑘, 𝑓)  îòðàæåííûå âîëíû ïåðåéäóò â îáëàñòü 𝐼𝐼𝐼, à äèôðàãèðîâàííûå áó-
äóò ðàñïîëîæåíû â îñòàëüíîé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà, ïðåèìóùåñòâåííî â îáëàñòßõ 𝐼 è 𝑉 . Äëß
âûäåëåíèß äèôðàãèðîâàííûõ âîëí, àìïëèòóäû â îáëàñòßõ 𝐼 è 𝑉 óìíîæàþòñß íà åäèíèöó, à àì-
ïëèòóäû â îáëàñòè 𝐼𝐼𝐼  íà íóëü. Â ïðîìåæóòî÷íûõ çîíàõ 𝐼𝐼 è 𝐼𝑉 àìïëèòóäû óìíîæàþòñß íà
êîýôôèöèåíò, çíà÷åíèß êîòîðîãî èçìåíßþòñß îò íóëß äî åäèíèöû (ëèíåéíàß èíòåðïîëßöèß îò 0
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äî 1). Ïîñëåäíèé ýòàï çàêëþ÷àåòñß â îáðàòíîì äâóìåðíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå âûäåëåííûõ
äàííûõ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî â ïðîñòðàíñòâå (x,t) îñòàåòñß òîëüêî æåëàåìûé ñèãíàë.
Íà ðèñ. 44 à, 44 á è ðèñ. 45 à, 45 á èçîáðàæåíû ñïåêòðû äèôðàãèðîâàííûõ è îòðàæåííûõ
âîëí, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðàçðåçû ïîñëå ôèëüòðàöèè.
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Ðèñ. 44. Ñïåêòð îòðàæåííûõ âîëí (à) è ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèß f-k ôèëüòðàöèè (á)
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Ðèñ. 45. Ñïåêòð äèôðàãèðîâàííû âîëí (à) è ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèß f-k ôèëüòðàöèè (á)
Анализ когерентности
Ñëåäóþùèé ýòàï îáðàáîòêè çàêëþ÷àëñß â àíàëèçå êîãåðåíòíîñòè äèôðàãèðîâàííûõ
âîëí, èìåþùèõñß íà ñåéñìè÷åñêèõ ðàçðåçàõ. Ïîä êîãåðåíòíîñòüþ ïîíèìàåòñß ñòàòèñòè÷åñêàß
îöåíêà ñòåïåíè ñèíôàçíîñòè ñèãíàëà âäîëü îïðåäåëåííîé êðèâîé. Äëß äèôðàãèðîâàííûõ âîëí
ôîðìà ýòîé êðèâîé îïðåäåëßåòñß êðèâîé ãîäîãðàôà äèôðàãèðîâàííîé âîëíû:
𝑡 =
√︂
𝑇 20 +
4(𝑥−𝑋0)2
𝑣2
, (57)
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ãäå 𝑇0  âåëè÷èíà íîðìàëüíîãî âðåìåíè ïðèõîäà, 𝑋0  ãîðèçîíòàëüíàß êîîðäèíàòà ïðèåìíèêà.
Äëß íàäëåæàùåé ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè ñóììèðîâàíèå àìïëèòóä ñëåäóåò ïðîâîäèòü íå ïî
îäíîìó ãîäîãðàôó, à ïî ìíîæåñòâó 𝑛 ãîäîãðàôîâ [13]. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáðàçóåòñß íåêîòîðîå
îêíî ñóììèðîâàíèß êðèâîëèíåéíîé ôîðìû øèðèíîé 𝑇 (ðèñ. 46). Â ïðåäåëàõ ýòîãî îêíà èñïîëü-
çóåòñß 𝑁𝑀 àìïëèòóäíûõ îòñ÷åòîâ 𝑦𝑛𝑚, ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåíàì ãîäîãðàôîâ 𝑡𝑛𝑚. Ìíîæåñòâî
𝑛 ãîäîãðàôîâ, äëß êîòîðûõ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà 𝑣𝑙 âåëè÷èíà íîðìàëüíîãî
âðåìåíè îòðàæåíèß èçìåíßåòñß â èíòåðâàëå 𝑇 , ñâßçàííûì ñ èñõîäíûì çíà÷åíèåì 𝑇0 êàê
𝑇0𝑛 = 𝑇0 + 𝑛∆𝑡 (58)
ãäå ∆𝑡  øàã äèñêðåòèçàöèè çàïèñè ñåéñìè÷åñêèõ òðàññ, 𝑇 = 𝑛∆𝑡. Âðåìåíà ïîäîáíûõ ãîäîãðà-
ôîâ îïðåäåëßþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
𝑡𝑛𝑚 = 𝑇0𝑛 + ∆𝜏𝑛𝑚(𝑇0𝑚, 𝑣𝑙). (59)
Îáû÷íî øèðèíà âðåìåííîãî èíòåðâàëà 𝑇 ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåé äëèíå èìïóëüñîâ àíàëèçèðóå-
ìîãî ñèãíàëà.
Äëß îïðåäåëåíèß ñèíôàçíîñòè êîëåáàíèé â êà÷åñòâå êðèòåðèß áóäåì èñïîëüçîâàòü êîýôôè-
öèåíò ïîäîáèß 𝑆𝑙(𝑇0, 𝑋0, 𝑣𝑙), êîòîðûé ïîçâîëßåò îöåíèòü ñòåïåíü ñõîäñòâà àìïëèòóäíûõ îòñ÷åòîâ
âäîëü ïðîáíîãî ãîäîãðàôà, îïðåäåëßåìîãî ïàðàìåòðàìè 𝑋0, 𝑇0 è 𝑣𝑙. Ôîðìóëà äëß êîýôôèöèåíò
ïîäîáèß 𝑆𝑙(𝑇0, 𝑋0, 𝑣𝑙) çàïèñûâàåòñß â âèäå
𝑆𝑙(𝑇0, 𝑋0; 𝑣𝑙) =
1
𝑁
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑉𝑛
𝑊𝑛
, (60)
ãäå 𝑉𝑛 =
(︁
1
𝑀
𝑚∑︀
𝑗=1
𝑦𝑛𝑚(𝑡𝑛𝑚)
)︁2
 êâàäðàò ñðåäíåãî çíà÷åíèß àìïëèòóä 𝑦𝑛𝑚 íà ëèíèè ãîäîãðàôà
𝑡𝑛𝑚, 𝑊𝑛 = 1𝑀
𝑚∑︀
𝑗=1
𝑦2𝑛𝑚(𝑡𝑛𝑚)  ñðåäíèé êâàäðàò çíà÷åíèé àìïëèòóä 𝑦𝑛𝑚 íà ëèíèè ãîäîãðàôà 𝑡𝑛𝑚.
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Ðèñ. 46. Ôðàãìåíò ñåéñìîãðàììû ñ èíòåðâàëîì êîãåðåíòíîãî àíàëèçà.
Äëß êàæäîé òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (𝑋0, 𝑇0) (ðèñ. 46) çàäàâàëñß íàáîð ñêîðîñòåé, íàïðèìåð îò
𝑉1 = 1500 ì/ñ äî 𝑉2 = 2600 ì/ñ ñ øàãîì â 10 ì/ñ. Äëß êàæäîãî çíà÷åíèß ñêîðîñòè ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ ïàðàìåòðàõ 𝑋0 è 𝑇0 âû÷èñëßëîñü çíà÷åíèå êîãåðåíòíîñòè 𝑆𝑙. Çàòåì, ñðåäè ïîëó÷åííûõ
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çíà÷åíèé 𝑆𝑙 âûáèðàëîñü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ïðèñâàèâàëîñü òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè
(𝑋0, 𝑇0). Îñóùåñòâëßß òàêèå îïåðàöèè äëß êàæäîé òî÷êè ìîæíî ïîëó÷èòü êàðòó êîãåðåíòíî-
ñòè (ðèñ. 47, 48), ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèß íà êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ìåñòîïîëîæåíèþ ðåçêèõ
êðàåâ ðàçëîìà. Îòìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ êîãåðåíòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò îïðåäå-
ëåííîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè 𝑣𝑙. Â ñâßçè ñ ÷åì ìîæíî îïðåäåëèòü íå òîëüêî ìåñòîïîëîæåíèå òî÷åê
ðàçëîìà, íî è ñêîðîñòè â ýòèõ òî÷êàõ.
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Ðèñ. 47. Êàðòà êîãåðåíòíîñòè äëß ðàçðåçà ïîñëå ñóììèðîâàíèß è f-k ôèëüòàöèè.
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Ðèñ. 48. Êàðòà êîãåðåíòíîñòè äëß ðàçðåçà íóëåâîãî âûíîñà è f-k ôèëüòàöèè.
Àíàëèç êîãåðåíòíîñòè áûë ïðîâåäåí äëß äâóõ ðàçðåçîâ: äëß ðàçðåçà íóëåâîãî âûíîñà, ïîñëå
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ïðèìåíåíèß f-k ôèëüòðàöèè, è äëß ðàçðåçà ïîñëå ñóììèðîâàíèß, ïîñëå ïðèìåíåíèß f-k ôèëü-
òðàöèè. Ðåçóëüòàòû ïîêàçàííûå íà ðèñóíêàõ ãîâîðßò î òîì, ÷òî ñóììèðîâàíèå ñåéñìîãðàìì ïî
ìåòîäó îáùåé ãëóáèííîé òî÷êè íåãàòèâíî ñêàçûâàåòñß íà àíàëèçå äèôðàãèðîâàííûõ âîëí, â
ñâßçè ñ ÷åì èíôîðìàòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé êàðòû êîãåðåíòíîñòè íèæå, ÷åì èíôîðìàòèâ-
íîñòü êàðòû êîãåðåíòíîñòè äëß ðàçðåçà íóëåâîãî âûíîñà ïîñëå ïðèìåíåíèß f-k ôèëüòðàöèè.
Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèß áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèß äèôðàãèðî-
âàííûõ âîëí äëß îïðåäåëåíèß ìåñòîïîëîæåíèß ðåçêèõ êðàåâ ðàçëîìà â òîíêîñëîèñòîé ñðåäå.
Ñèíòåòè÷åñêèé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò, ÷òî äèôðàãèðîâàííàß êîìïîíåíòà âîëíîâîãî ïîëß äåé-
ñòâèòåëüíî äàåò îöåíêó òîëùèíû òîíêèõ ñëîåâ, à òàêæå âåëè÷èíó ëàòåðàëüíîé ïðîòßæåííîñòè
ðàçëîìà. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ìîæåò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàí äëß èçâëå÷åíèß èíôîðìà-
öèè î ñêîðîñòè â ñëîæíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèßõ. Ýòî îñîáåííî âàæíî â ñëó÷àßõ, êîãäà íåò
äîñòîâåðíîé èíôîðìàöèè îá îòðàæåííûõ âîëíàõ.
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Заключение
Â äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíî èññëåäîâàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ äè-
ôðàãèðîâàííûõ âîëí, à òàêæå èõ ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ñåéñìîðàçâåäêè â
ñëó÷àå òîíêîñëîèñòûõ ñðåä ïðè íàëè÷èè ðàçëîìîâ.
Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïàäåíèß öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû íà ïðîçðà÷íûé àêóñòè÷åñêèé
óãîë. Èñïîëüçóß ìåòîä ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèß, ïîñòðîåíû âîëíîâûå ïîëß äëß ðàññìàòðèâàå-
ìîé çàäà÷è. Ïîëîæåíèß âîëíîâûõ ôðîíòîâ, èçâëå÷åííûõ èç äàííûõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèß,
ñîâïàäàþò ñ ïîëîæåíèßìè ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ, ðàññ÷èòàííûõ àíàëèòè÷åñêè.
Ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèß çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû äèôðàãèðîâàííîé âîëíû îò óãëà åå âû-
õîäà èç òî÷êè äèôðàêöèè. Íà àìïëèòóäíîé êðèâîé âûäåëåíû îñîáûå îáëàñòè, âêëþ÷àß îáëàñòè
ïîïåðå÷íîé äèôôóçèè.
Â ñëåäóþùåé ÷àñòè ðàáîòû ïðîäåìîíñòðèðîâàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèß äèôðàãèðîâàí-
íûõ âîëí äëß îïðåäåëåíèß ìîùíîñòè òîíêèõ ñëîåâ ïðè íàëè÷èè ðàçëîìîâ, à òàêæå äëß èçâëå÷å-
íèß èíôîðìàöèè î ñêîðîñòè â ñëîæíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèßõ. Ïðèìåíßß ÷èñëåííîå ìîäåëè-
ðîâàíèå, áûëè ïîëó÷åíû ñèíòåòè÷åñêèå äàííûå äëß ìîäåëè òîíêîñëîèñòîé ñðåäû, ñìåùåííîé ïî
ðàçëîìó. Èñïîëüçîâàëèñü êàê êèíåìàòè÷åñêèå, òàê è äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôðàãèðîâàííûõ
âîëí äëß ëîêàëèçàöèè çîíû ðàçëîìà. Ïðîöåññ îáðàáîòêè äàííûõ âêëþ÷àåò äâà ýòàïà: ðàçäåëå-
íèå âîëíîâûõ ïîëåé è ïîñòðîåíèå êàðòû êîãåðåíòíîñòè. Ïðèìåíåíèå f-k ôèëüòðà ê ñåéñìè÷åñêî-
ìó ðàçðåçó îáùåãî âûíîñà è ê ñóììèðîâàííîìó ðàçðåçó ïîçâîëßåò îòäåëèòü äèôðàãèðîâàííîå
ïîëå îò îòðàæåííîãî ïîëß. Ñëåäóþùèé ýòàï çàêëþ÷àåòñß â ïîñòðîåíèè äëß äèôðàãèðîâàííûõ
âîëí êàðòû êîãåðåíòíîñòè, ïîçâîëßþùåé ëîêàëèçîâàòü ìåñòîïîëîæåíèß êðàåâ ðàçëîìà, à òàêæå
îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â åãî îêðåñòíîñòè.
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Приложение 1. Вывод акустического
уравнения
Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíîâûõ ïîëåé â èäåàëüíîé óïðóãîé ñðåäå îïèñûâàåòñß óðàâíå-
íèåì äâèæåíèß:
𝜌(x)
𝜕2u(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
=
−→
Div𝑡𝑖𝑘 + f (61)
−→
Div𝑡𝑖𝑘 =
3∑︁
𝑘=1
𝑖𝑘div𝑡𝑘 (62)
ãäå f  âåêòîð ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë, 𝜌  ïëîòíîñòü âåùåñòâà ñðåäû. Äëß æèäêèõ ñðåä
ìîäóëü ñäâèãà 𝜇 = 0, â ñâßçè ñ ÷åì òåíçîð íàïðßæåíèé 𝑡𝑖𝑘 çàïèñûâàåòñß êàê [7]
𝑡𝑖𝑘 = 𝜆(x)divu(x, 𝑡)𝛿𝑖𝑘, (63)
ãäå 𝛿𝑖𝑘  ñèìâîë Êðîíåêåðà, 𝜆(x)  óïðóãèé ïàðàìåòð Ëàìå. Âûðàæåíèå (63) òàêæå
çàïèñûâàåòñß â âèäå
𝑡𝑖𝑘 = −𝑝(x)𝛿𝑖𝑘, (64)
ãäå 𝑝(x)  äàâëåíèå, îäèí èç ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèé ñîñòîßíèå ñðåäû â òî÷êå x.
Îáúåäèíßß âûðàæåíèß (63) è (64) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
divu(x, 𝑡) = −𝑝(x)
𝜆(x)
. (65)
Ïîäñòàâëßß âûðàæåíèå (64) â óðàâíåíèå (61) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñòèòåëüíî
êîìïîíåíò 𝑢𝑖(x, 𝑡) âåêòîðà ñìåùåíèß u(x, 𝑡):
𝜌(x)
𝜕2𝑢𝑖(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= −𝜕𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑥𝑖
(66)
èëè â âåêòîðíîì âèäå
𝜌(x)
𝜕2u(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= −∇𝑝(x, 𝑡) (67)
ãäå ∇ = grad  îïåðàòîð äèôåðåíöèðîâàíèß. Äëß ïðîñòîòû óðàâíåíèß (5) è (6) çàïèñàíû
â îáëàñòè áåç èñòî÷íèêîâ. Ïîäåëèì íà 𝜌(x) îáå ÷àñòè âûðàæåíèß è âîçüìåì äèâåðãåíöèþ
îò ïîëó÷èâøåãîñß ðàâåíñòâà:
𝜕2u(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= − 1
𝜌(x)
∇𝑝(x, 𝑡), (68)
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div
𝜕2u(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= −div
(︁ 1
𝜌(x)
∇𝑝(x, 𝑡)
)︁
. (69)
Ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè è îïåðàòîð äèâåðãåíöèè ìîæíî ïîìåíßòü ìåñòàìè:
div
𝜕2
𝜕𝑡2
u(x, 𝑡) =
𝜕2
𝜕𝑡2
divu(x, 𝑡). (70)
Äèâåðãåíöèß îò ïðîèçâåäåíèß âåêòîðíîé ôóíêöèè g íà ñêàëßðíóþ ℎ çàïèñûâàåòñß â âèäå
div(ℎg) = ∇ℎ · g + ℎdivg, (71)
ãäå ñèìâîëîì · îáîçíà÷åíà îïåðàöèß ñêàëßíîãî ïðîèçâåäåíèß. Â èòîãå ïîëó÷àåì
𝜕2
𝜕𝑡2
divu(x, 𝑡) = −∇ 1
𝜌(x)
· ∇𝑝(x, 𝑡)− 1
𝜌(x)
div∇𝑝(x, 𝑡) (72)
ñ ó÷åòîì âûðàæåíèß (65) , div∇ = △ è
∇ 1
𝜌(x)
= −∇𝜌(x)
𝜌2(x)
(73)
ïîëó÷àåì
− 1
𝜆(x)
𝜕2𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
=
1
𝜌2(x)
∇𝜌(x) · ∇𝑝(x, 𝑡)− 1
𝜌(x)
△𝑝(x, 𝑡). (74)
Ïîñëå óìíîæåíèß ýòîãî âûðàæåíèß íà 𝜌(x) è çàïèøåì îòíîøåíèå ÷åðåç 𝑐(x) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
𝜆(x)
𝜌(x)
= 𝑐2(x), (75)
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèß:
1
𝑐2(x)
𝜕2𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= △𝑝(x)− 1
𝜌2(x)
∇𝜌(x) · ∇𝑝(x, 𝑡). (76)
Âåëè÷èíà 𝑐(x)  èìååò ñìûñë ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèß âîëíû äàâëåíèß â ñðåäå. Â ñëó-
÷àå, êîãäà ïëîòíîñòü â ñðåäå ïîñòîßíà 𝜌(x) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 óðàâíåíèå (76) ïðåâðàùàåòñß â âîë-
íîâîå óðàâíåíèå
1
𝑐2(x)
𝜕2𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
= △𝑝(x, 𝑡) (77)
Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ äâèæåíèß ÷àñòèö æèäêîñòè èëè ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèß âîë-
íû äàâëåíèß, êàê è áîëüøèíñòâî ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îáëå÷åí â ôîðìó ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî óðàâíåíèß (76), êîòîðîå ßâëßåòñß ëèíåéíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.
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Приложение 2. Решение акустического
уравнения лучевым методом
Ðàññìîòðèì àêóñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëß íåîäíîðîäíîé ñðåäû â îáëàñòè áåç èñòî÷-
íèêîâ
△𝑝(x, 𝑡)− 𝜌(x)
𝜆(x)
𝜕2𝑝(x, 𝑡)
𝜕𝑡2
− 1
𝜌(x)
∇𝜌(x) · ∇𝑝(x, 𝑡) = 0. (78)
Ïðåäñòàâèì ïîëå äàâëåíèß 𝑝(x, 𝑡) â âèäå Ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèß ïî âðåìåíè:
𝑝(x, 𝑡) = ℜ
(︁ 1
𝜋
∞∫︁
0
𝑃 (x, 𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔
)︁
. (79)
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (79) â óðàâíåíèå (78) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèè 𝑃 (x, 𝜔):
△𝑃 (x, 𝜔)− 1
𝜌(x)
∇𝜌(x) · ∇𝑃 (x, 𝜔)−△𝑃 (x, 𝜔) + 𝜔2 𝜌(x)
𝜆(x)
𝑃 (x, 𝜔) = 0. (80)
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå:
𝑃 (x, 𝜔) = 𝐴(x, 𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝜏(x), (81)
ãäå 𝐴(x, 𝜔) è 𝜏(x)  ìåäëåííî ìåíßþùèåñß ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, 𝜔 
áîëüøîé ïàðàìåòð. Âû÷èñëèì íåîáõîäèìûå äëß ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå (80) ïðîèçâîä-
íûå, èñïîëüçóß ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèß â âèäå (81):
∇𝑃 (x, 𝜔) = ∇
(︁
𝐴(x, 𝜔)𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)
)︁
= 𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)
(︁
∇𝐴(x, 𝜔)− 𝑖𝜔𝐴(x, 𝜔)∇𝜏(x)
)︁
. (82)
△𝑃 (x, 𝜔) = 𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)
(︁
𝐴(x, 𝜔)(−𝜔2(∇𝜏)2 − 𝑖𝜔△𝜏(x))− 2𝑖𝜔(∇𝐴(x, 𝜔) · ∇𝜏(x)) +△𝐴(x, 𝜔)
)︁
.
(83)
Óðàâíåíèå (80) çàïèñûâåòñß â âèäå
𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)△𝐴 + 𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)𝜔
2
𝑐2
𝐴− 𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)∇𝜌 · ∇𝐴
𝜌
+ 𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)
𝑖𝜔𝐴∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
−
−𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)𝐴𝜔2(∇𝜏)2 + 𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)𝑖𝐴𝜔△𝜏 − 𝑒−𝑖𝜔𝜏(x)2𝑖𝜔(∇𝐴 · ∇𝜏) = 0.
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Ïåðåãðóïïèðîâûâàß ÷ëåíû ïî ñòåïåíßì 𝜔 è ñîêðàùàß ìíîæèòåëü 𝑒−𝑖𝜔𝜏(x) , âñòðå÷àþùèéñß
â êàæäîì ñëàãàåìîì, ïîëó÷àåì:
𝜔2
(︁
𝐴(∇𝜏)2 − 𝐴 1
𝑐2
)︁
+ 𝑖𝜔
(︁
𝐴△𝜏 + 2(∇𝐴 · ∇𝜏)− 𝐴∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
)︁
+
(︁∇𝜌 · ∇𝐴
𝜌
−△𝐴
)︁
= 0. (84)
Áóäåì èñêàòü àìïëèòóäó 𝐴(x, 𝜔) â âèäå ôîðìàëüíîãî ðàçëîæåíèß ïî îáðàòíûì ñòåïåíßì
áîëüøîãî ïàðàìåòðà 𝜔:
𝐴(x, 𝜔) =
∞∑︁
𝑛=0
𝐴𝑛(x)
(𝑖𝜔)𝑛
= 𝐴0(x) +
𝐴1(x)
𝑖𝜔
+
𝐴2(x)
(𝑖𝜔)2
+ · · · . (85)
Ôóíêöèè 𝐴𝑛(x) ïðåäïîëàãàþòñß ãëàäêèìè è ìåäëåííî ìåíßþùèìåñß ñ ôóíêöèßìè ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò x. Ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèß àìïëèòóäíîãî ìíîæèòåëß (85) â
óðàâíåíèå (84) ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü ñèñòåìó ðåêóðåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèèé 𝐴𝑛(x):
∞∑︁
𝑛=0
[︁ 𝐴𝑛
(𝑖𝜔)𝑛−2𝑐2
−𝐴𝑛(∇𝜏)
2
(𝑖𝜔)𝑛−2
−𝐴𝑛∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌(𝑖𝜔)𝑛−1
+
𝐴𝑛△𝜏
(𝑖𝜔)𝑛−1
+2
∇𝐴𝑛 · ∇𝜏
(𝑖𝜔)𝑛−1
+
∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌(𝑖𝜔)𝑛
−△𝐴𝑛
(𝑖𝜔)𝑛
]︁
= 0. (86)
Ïåðåãðóïïèðóåì ýòîò ðßä è ñîáåðåì ÷ëåíû ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíßìè 𝜔:
∞∑︁
𝑛=−2
1
(𝑖𝜔)𝑛
[︁𝐴𝑛+2
𝑐2
−𝐴𝑛+2(∇𝜏)2−𝐴𝑛+1∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
+𝐴𝑛+1△𝜏+2∇𝐴𝑛+1·∇𝜏+∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛
]︁
= 0.
(87)
Ïðèðàâíèâàß ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíßõ 𝜔 ïîëó÷àåì ðåêóðåíòíóþ
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:(︁ 1
𝑐2
− (∇𝜏)2
)︁
𝐴𝑛+2 − 𝐴𝑛+1∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
+𝐴𝑛+1△𝜏 + 2∇𝐴𝑛+1 · ∇𝜏 + ∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛 = 0. (88)
Ïðè 𝑛 = −2 óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
(︁ 1
𝑐2
− (∇𝜏)2
)︁
𝐴0 = 0. (89)
Ñ÷èòàß, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèß 𝐴0(x) íå ðàâåí íóëþ, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:
1
𝑐2
− (∇𝜏)2 = 0. (90)
Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñß óðàâíåíèåì ýéêîíàëà, ïðè ýòîì ôóíêöèþ 𝜏(x) íàçûâàþò ýé-
êîíàëîì. Ðåøåíèå óðàâíåíèß ýéêîíàëà ïîçâîëßåò íàéòè ôóíêöèþ 𝜏(x). Áëàãîäàðß òîìó,
÷òî óðàâíåíèå (90) íå çàâèñèò îò çíà÷êà 𝑛, ïåðâûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (88) îáðàùàåòñß â
íóëü ïðè âñåõ 𝑛, ïîýòîìó ýòî óðàâíåíèå äëß 𝑛 > −2 ïðèíèìàåò âèä:
𝐴𝑛+1△𝜏 − 𝐴𝑛+1∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
+ 2∇𝐴𝑛+1 · ∇𝜏 + ∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛 = 0. (91)
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Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëßåò àìïëèòóäû 𝐴𝑛(x) ÷ëåíîâ ëó÷åâîãî ðßäà (85) è íàçûâàåòñß
óðàâíåíèåì ïåðåíîñà.
Ðàññìàòðèâàß ðåøåíèå óðàâíåíèß ïåðåíîñà äëß 𝑛 = −1 ìîæíî íàéòè ïåðâûé ÷ëåí ðàçëî-
æåíèß 𝐴0(x):
− 𝐴0∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
+ 𝐴0△𝜏 + 2∇𝐴0 · ∇𝜏 = 0. (92)
Ïîåäåëèì ýòî âûðàæåíèå íà 𝜌:
− 𝐴0∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌2
+
𝐴0
𝜌
△𝜏 + 21
𝜌
∇𝐴0 · ∇𝜏 = 0, (93)
− ∇𝜌
𝜌2
= ∇1
𝜌
, (94)
𝐴0
(︁
∇1
𝜌
· ∇𝜏 + 1
𝜌
△𝜏
)︁
+ 2
1
𝜌
∇𝐴0 · ∇𝜏 = 0, (95)
Äëß ïðåîáðàçîâàíèß ïîñëåäíåãî âûðàæåíèß íåîäõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñß ñëåäóþùèìè
ðàâåíñòâàìè:
∇𝜏 = 1
𝑐
t, (96)
ãäå t  åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ïîâåðõíîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà 𝜏(x) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
∇𝐴0 · ∇𝜏 = 1
𝑐
∇𝐴0 · ∇t = 1
𝑐
d𝐴0
d𝑠
=
1
𝑐2
d
d𝜏
𝐴0. (97)
Àíàëîãè÷íî
∇1
𝜌
· ∇𝜏 = 1
𝑐2
d
d𝜏
(︁1
𝜌
)︁
. (98)
△𝜏 = 1
𝐽𝑐
d
d𝜏
(︁𝐽
𝑐
)︁
. (99)
Ïîäñòàâëßß âûðàæåíèß (97), (98), (99) â óðàâíåíèå (95) ïîëó÷èì:
𝐴0
(︁ 1
𝑐2
d
d𝜏
(︁1
𝜌
)︁
+
1
𝐽𝑐𝜌
d
d𝜏
(︁𝐽
𝑐
)︁)︁
+
2
𝑐2𝜌
d
d𝜏
𝐴0 = 0. (100)
Óìíîæèì (100) íà 𝐽 è íà 𝑐:
𝐴0
(︁𝐽
𝑐
d
d𝜏
(︁1
𝜌
)︁
+
1
𝜌
d
d𝜏
(︁𝐽
𝑐
)︁)︁
+ 2
𝐽
𝑐𝜌
d
d𝜏
𝐴0 = 0, (101)
𝐴0
d
d𝜏
(︁ 𝐽
𝑐𝜌
)︁
+ 2
𝐽
𝑐𝜌
d
d𝜏
𝐴0 = 0. (102)
Ïîñëå óìíîæåíèß íà 𝐴0 äàííîå âûðàæåíèå îáðàçóåò ïîëíûé äèôôåðåíöèàë è ìîæåò áûòü
ëåãêî ðàçðåøåíî:
d
d𝜏
(︁
𝐴20
𝐽
𝑐𝜌
)︁
= 0, (103)
𝐴20
𝐽
𝑐𝜌
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (104)
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Êîíñòàíòà â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèß ìîæåò çàâèñåòü îò ëó÷åâûõ êîîðäèíàò 𝛼 è 𝛽, ñëå-
äîâàòåëüíî
𝐴0 = 𝜑0(𝛼, 𝛽)
√︂
𝑐𝜌
𝐽
. (105)
Äëß ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ëó÷åâîãî ðßäà (ò.å. â ñëó÷àå 𝑛 > −1) óðàâíåíèå ïåðåíîñà èìååò
âèä:
− 𝐴𝑛+1∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌
+ 𝐴𝑛+1△𝜏 + 2∇𝐴𝑛+1 · ∇𝜏 + ∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛 = 0. (106)
Ïðåîáðàçóåì åãî ñïîîáîì àíàëîãè÷íûì ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ (𝑛 = −1). Ïîäåëèì íà 𝜌:
− 𝐴𝑛+1∇𝜌 · ∇𝜏
𝜌2
+
𝐴𝑛+1
𝜌
△𝜏 + 2
𝜌
∇𝐴𝑛+1 · ∇𝜏 + 1
𝜌
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛
)︁
= 0, (107)
ñ ó÷åòîì âûðàæåíèß (94) ïîëó÷èì:
𝐴𝑛+1∇1
𝜌
· ∇𝜏 + 𝐴𝑛+1
𝜌
△𝜏 + 2
𝜌
∇𝐴𝑛+1 · ∇𝜏 + 1
𝜌
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛
)︁
= 0, (108)
èñïîëüçóß âûðàæåíèß (97), (98), (99) ïîëó÷àåì:
𝐴𝑛+1
𝑐2
d
d𝜏
(︁1
𝜌
)︁
+
𝐴𝑛+1
𝜌
1
𝐽𝑐
d
d𝜏
(︁𝐽
𝑐
)︁
+
2
𝜌
1
𝑐2
d
d𝜏
𝐴𝑛+1 +
1
𝜌
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛
)︁
= 0, (109)
óìíîæàß îáå ÷àñòè âûðàæåíèß íà 𝐽 è íà 𝑐
𝐴𝑛+1
𝐽
𝑐
d
d𝜏
(︁1
𝜌
)︁
+ 𝐴𝑛+1
1
𝜌
d
d𝜏
(︁𝐽
𝑐
)︁
+
2
𝜌
𝐽
𝑐
d
d𝜏
𝐴𝑛+1 +
𝐽𝑐
𝜌
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛
)︁
= 0, (110)
𝐴𝑛+1
d
d𝜏
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁
+ 2
𝐽
𝜌𝑐
d
d𝜏
𝐴𝑛+1 +
𝐽𝑐
𝜌
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛
)︁
= 0, (111)
ïîäåëèì îáå ÷àñòè âûðàæåíèß (111) íà 2
(︁
𝐽
𝜌𝑐
)︁1/2
:
𝐴𝑛+1
1
2
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁− 1
2 d
d𝜏
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁
+
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁ 1
2 d
d𝜏
𝐴𝑛+1 +
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁− 1
2 𝐽𝑐
2𝜌
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛
)︁
= 0 (112)
è, ó÷èòûâàß, ÷òî
d
d𝜏
(︁(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁ 1
2
)︁
=
1
2
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁− 1
2 d
d𝜏
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁
, (113)
ïîëó÷àåì:
𝐴𝑛+1
d
d𝜏
(︁(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁ 1
2
)︁
+
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁ 1
2 d
d𝜏
𝐴𝑛+1 +
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁− 1
2 𝐽𝑐
2𝜌
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
−△𝐴𝑛
)︁
= 0. (114)
Ïåðâûå äâà ÷ëåíà ñîîòâåòñòâóþò ïðîèçâîäíîé îò ïðîèçâåäåíèß, ïîýòîìó
d
d𝜏
(︁
𝐴𝑛+1
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁ 1
2
)︁
=
(︁ 𝐽
𝜌𝑐
)︁− 1
2 𝐽𝑐
2𝜌
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
+△𝐴𝑛
)︁
. (115)
Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëßåò ñîáîé íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Ðåøå-
íèå èùåòñß â âèäå ñóììû äâóõ ðåøåíèé, ïåðâîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ îä-
íîðîäíîãî óðàâíåíèß, à âòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèß (÷àñò-
íîå ðåøåíèå). Ñîîòâåòñòâóþùåå (115) îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñß
àíàëîãè÷íî (102):
𝐴𝑛+1 = 𝜑𝑛+1(𝛼, 𝛽)
√︂
𝑐𝜌
𝐽
. (116)
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Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèß (115) çàïèñûâàòåñß â âèäå
𝐴𝑛+1 =
√︂
𝜌𝑐
𝐽
𝜏∫︁
𝜏0
√︃
𝐽
𝑐𝜌
𝑐2
2
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
+△𝐴𝑛
)︁
d𝜏. (117)
Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå äëß àìïëèòóäû ëó÷åâîãî ðßäà ïðè 𝑛 > −1 èìååò âèä:
𝐴𝑛+1 =
√︂
𝜌𝑐
𝐽
(︃
𝜑𝑛+1(𝛼, 𝛽) +
𝜏∫︁
𝜏0
√︃
𝐽
𝑐𝜌
𝑐2
2
(︁∇𝜌 · ∇𝐴𝑛
𝜌
+△𝐴𝑛
)︁
d𝜏
)︃
. (118)
Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîé ôîðìóëå îïèñûâàåò âëèßíèå ïðåäûäóùåãî ïðèáëèæåíèß, ò.å. 𝐴𝑛,
èç-çà âçàèìîäåéñòâèß (ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé äèôôóçèè àìïëèòóäû) ñîñåäíèõ ëó÷å-
âûõ òðóáîê. Ýòî ñëàãàåìîå â âèäå èíòåãðàëà îïèñûâàåò èñòîðèþ èõ âçàèìîäåéñòâèß îò
íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè äî ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè. Ïîñêîëüêó 𝐴𝑛 â ñâîþ î÷åðåäü ñâß-
çàíî ñ 𝐴𝑛−1, òî ôàêòè÷åñêè âòîðîå ñëàãàåìîå  ýòî âëèßíèå íà 𝐴𝑛+1 âñåõ ïðåäûäóùèõ
ïðèáëèæåíèé îò 𝐴0 äî 𝐴𝑛 âêëþ÷èòåëüíî [10].
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Приложение 3. Вспомогательные
вычисления для аналитического
построения волновых фронтов
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ðàñïîëîæåí â òî÷êå 𝑆. Ëó÷ 𝑆𝑀 , ïàäàþùèé
íà ãîðèçîíòàëüíóþ ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä (𝑉1 < 𝑉2) ïîä óãëîì 𝜃1 < 𝜃𝑐, ïðåëîìëßåòñß
ïîä óãëîì 𝜃2 âî âòîðóþ ñðåäó. Óãëû 𝜃1 è 𝜃2 ñâßçàíû ìåæäó ñîáîé çàêîíîì Ñíåëëèóñà:
sin 𝜃1
𝑉1
=
sin 𝜃2
𝑉2
. (119)
Óãîë 𝜃𝑐 îïðåäåëßåòñß ïî ôîðìóëå:
sin 𝜃𝑐 =
𝑉1
𝑉2
(120)
è íàçûâàåòñß êðèòè÷åñêèì óãëîì ïàäåíèß.
Êðîìå ïðåëîìëåííîãî ëó÷à 𝑀𝐿, ïðè ïàäåíèè ëó÷à 𝑆𝑀 íà ãîðèçîíòàëüíóþ ãðàíèöó ðàç-
äåëà äâóõ ñðåä ïîä óãëîì 𝜃1 < 𝜃𝑐 îáðàçóåòñß ëó÷, îòðàæåííûé ïîä óãëîì 𝜃1 è ðàñïðîñòðà-
íßþùåéñß â ïåðâîé ñðåäå. Íà ðèñóíêå 49 îòðàæåííûé ëó÷ íå èçîáðàæåí.
S
M
L
N
I
II
D
V2
V1
θ2
θ1
Ðèñ. 49. Ãåîìåòðèß çàäà÷è.
Îáîçíà÷èì ïåðåìåííîé 𝑇 âðåìß, çà êîòîðîå ëó÷, âûõîäßùèé èç òî÷êè 𝑆, äîñòèãàåò âåð-
òèêàëüíîé ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ ñðåä, òî÷êè 𝐿:
𝑇 = 𝑡1 + 𝑡2, (121)
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ãäå 𝑡1  âðåìß ïðîáåãà âäîëü ïàäàþøåãî ëó÷à 𝑆𝑀 , 𝑡2  âðåìß ïðîáåãà âäîëü ïðåëîìëåííî-
ãî ëó÷à 𝑀𝐿. Çàôèêñèðóåì ìåñòîïîëîæåíèå èñòî÷íèêà 𝑆. Ðàññòîßíèå äî ãîðèçîíòàëüíîé
ãðàíèöû 𝑆𝑁 è ðàññòîßíèå 𝑁𝐷 áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè. Íàéäåì âåëè÷èíó óãîëà 𝜃1.
Ðàññòîßíèå îò òî÷êè 𝑁 äî òî÷êè 𝐷 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû äâóõ îòðåçêîâ 𝑁𝑀 è
𝑀𝐷:
𝑁𝐷 = 𝑁𝑀 + 𝑀𝐷. (122)
Îòðåçîê 𝑁𝑀 íàéäåì èç ïðßìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà 𝑆𝑁𝑀 ïî ôîðìóëå
𝑁𝑀 = 𝑆𝑁 tan 𝜃1. (123)
Îòðåçîê 𝑀𝐿 íàéäåì èç ïðßìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà 𝐷𝐿𝑀 ïî ôîðìóëå
𝑁𝑀 = 𝑉2𝑡2 sin 𝜃2. (124)
Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (121) è (119) ïîñëåäíßß ôîðìóëà ïåðåïèñûâàåòñß â âèäå
𝑁𝑀 = 𝑉2
(︁
𝑇 − 𝑡1
)︁𝑉2
𝑉1
sin 𝜃1. (125)
Âðåìß ïðîáåãà âäîëü ëó÷à 𝑆𝑀 ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå
𝑡1 =
𝑆𝑁
cos 𝜃1𝑉1
. (126)
ïîýòîìó âûðàæåíèå (127) ïðèíèìàåò âèä:
𝑁𝑀 = 𝑉2
(︁
𝑇 − 𝑆𝑁
cos 𝜃1𝑉1
)︁𝑉2
𝑉1
sin 𝜃1 =
𝑉 22
𝑉1
(︁
𝑇 − 𝑆𝑁
cos 𝜃1𝑉1
)︁
sin 𝜃1, (127)
ïîýòîìó
𝑁𝐷 = 𝑆𝑁 tan 𝜃1 +
𝑉 22
𝑉1
(︁
𝑇 − 𝑆𝑁
cos 𝜃1𝑉1
)︁
sin 𝜃1 = 𝑆𝑁 tan 𝜃1
(︁
1− 𝑉
2
2
𝑉 21
)︁
+
𝑉 22
𝑉1
𝑇 sin 𝜃1. (128)
Îïðåäåëèì êàê ñâßçàíû sin 𝜃1 è tan 𝜃1. Çàïèøåì ïðîñòîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ñîîòíîøå-
íèå:
1
tan2 𝜃1
+ 1 =
1
sin2 𝜃1
, (129)
sin2 𝜃1 =
1
1
tan2 𝜃1
+ 1
, (130)
sin 𝜃1 =
√︃
1
1
tan2 𝜃1
+ 1
. (131)
𝑁𝐷 = 𝑆𝑁 tan 𝜃1
(︁
1− 𝑉
2
2
𝑉 21
)︁
+
𝑉 22
𝑉1
𝑇
√︃
1
1
tan2 𝜃1
+ 1
. (132)
Îáîçíà÷àß tan2 𝜃1 = 𝑥 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå
𝑆𝑁
(︁
1− 𝑉
2
2
𝑉 21
)︁
𝑥 +
𝑉 22
𝑉1
𝑇
√︃
1
1
𝑥2
+ 1
−𝑁𝐷 = 0. (133)
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Приложение 4. Преобразование
Гильберта
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèß 𝑆(𝑡) èìååò íîðìó 𝐿𝑝:
𝑆(𝑡) ∈ 𝐿𝑝(−∞,∞),
∞∫︁
−∞
|𝑆(𝑡)|𝑝𝑑𝑡 <∞, 𝑝 ≥ 1. (134)
Â ýòîì ñëó÷àå ïðßìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèß Ãèëüáåðòà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
𝑄(𝑡) = − 1
𝜋
v.p.
∞∫︁
−∞
𝑆(𝜏)
𝑡− 𝜏 d𝜏 = −𝑆(𝑡) *
1
𝜋𝑡
(135)
è
𝑆(𝑡) =
1
𝜋
v.p.
∞∫︁
−∞
𝑄(𝜏)
𝑡− 𝜏 d𝜏 = 𝑄(𝑡) *
1
𝜋𝑡
, (136)
ãäå v.p. îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑡 = 𝜏 îñóùåñòâëßåòñß â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíàåíèß. Ñèìâîë * îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ñâåðòêè. Íàéäåì ñïåêòð ôóíêöèè
𝑄(𝑡):
𝑄(𝜔) =
∞∫︁
−∞
𝑄(𝑡)𝑒𝑖𝜔𝑡d𝑡 = − 1
𝜋
∞∫︁
−∞
𝑆(𝜏)
∞∫︁
−∞
𝑒𝑖𝜔𝑡
𝜏 − 𝑡d𝑡d𝜏. (137)
Äåëàß çàìåíó ïåðåìåííûõ 𝜏 − 𝑡 = 𝑢 è èñïîëüçóß ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
∞∫︁
0
sin𝜔𝑢
𝑢
d𝑢 =
𝜋
2
sign𝜔, (138)
âûðàæåíèå (137) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó
𝑄(𝜔) = −𝑖𝑆(𝜔)sign𝜔. (139)
Îòìåòèì, ÷òî
|𝑄(𝜔)| = |𝑆(𝜔)|, arg𝑄(𝜔) = arg𝑆(𝜔)± 𝜋
2
. (140)
Âåëè÷èíà 𝑄(𝜔) ßâëßåòñß êâàäðàòóðíûì ôèëüòðîì, êîòîðûé èçìåíßåò ôàçó íà ±𝜋
2
è íå
îêàçûâàåò âîçäåéñòâèß íà àìïëèòóäó ñïåêòðà [55].
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Ïóñòü 𝑍(𝑡)  àíàëèòè÷åñêèé ñèãíàë (êîìïëåêñíàß ôóíêöèß, çàâèñßùàß îò âðåìåíè):
𝑍(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝑖𝑄(𝑡) èëè 𝑍(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑒𝑖𝜑(𝑡), (141)
ãäå
𝑆(𝑡) = ℜ𝑍(𝑡) = 𝑎(𝑡)cos𝜑(𝑡), (142)
𝑄(𝑡) = ℑ𝑍(𝑡) = 𝑎(𝑡)sin𝜑(𝑡). (143)
Ñëåäîâàòåëüíî, àìïëèòóäà è ôàçà ñèãíàëà çàïèñûâàþòñß â âèäå
𝑎(𝑡) =
√︀
𝑆2(𝑡) + 𝑄2(𝑡) è 𝜑(𝑡) = arctan
𝑆(𝑡)
𝑄(𝑡)
. (144)
Ïðèìåíßß ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ê àíàëèòè÷åñêîìó ñèãíàëó 𝑍(𝑡) (141), ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå âûðàæåíèå:
𝐻[𝑍(𝑡)] = 𝐻[𝑆(𝑡) + 𝑖𝑄(𝑡)] = 𝑖𝑆(𝑡) + 𝑄(𝑡). (145)
Ìîäóëü îò ïðåîáðàçîâàíèß Ãèëüáåðòà
|𝐻[𝑍(𝑡)]| =
√︀
𝑆2(𝑡) + 𝑄2(𝑡). (146)
Ó÷èòûâàß âûðàæåíèå (144) ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî
|𝐻[𝑍(𝑡)]| = 𝑎(𝑡). (147)
Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ãèëüáåðòà ïîçâîëßåò îïðåäåëßòü îãèáàþùóþ àíàëèòè÷å-
ñêîãî ñèãíàëà.
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Ðèñ. 50. Ñèãíàë 𝑍(𝑡) è åãî îãèáàþùàß 𝑎(𝑡), ïîëó÷åííàß ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèß Ãèëüáåðòà.
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